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tiBER DIE HANDE 14, 15, 16, 16* DER ERSTEN SERIE 


KlNIiRITUNIl 


111 ill'll Uiinilon 11, 1ft, IG, JO* dcr crstoii Serifi siiul Eui.icureIio Milmnclliing 
ilbur imoiidlic-ho Knihcn, Proiluklc imd fCotlenbrndio vomnif^f-. Sin bildcn /.usiinimfiii ii 
(loin orston TJund von JiiUl.Kus InlroducHo in niialysin infinilortim (lidiisimiim* I7‘1H, Opr 
nninia Js) cineii dor wichtigstcn Aussclniitto aiis Kut-khs (losmntwL'ik. Kiir/.dmi jei 
Abliiiiidlimgcn Ktolnin in (sngcr Bcriilirung mil gewiescn 'reilon dor Jnfrodndio odor ( 
Instiinlioncfi calculi dilfcrcnliulh^) (I^ctropoli ITftft, Opera omnia Iio), weifiuis dio innisl 
gclien iibor den Hiilimon dor Introduclio liinaiis mid inobr als cino bildoi dnn Aiisgaitj 
pnnkt filr sclir iiodeuli'iido Forscshuiigon dor Bpiiforcn cb scion liior iiorvorgolioliu 

dio 'riifioric dor (lainmftfunklion, dio Ableitung dcr I'biuldionalglcicluing di'r lill'-MANNsoh 
Znl.firiinkl.i()n und dio Untorsnclning der liyperguomotriflciu’.n Kcilui 


F{cc, (i, y, x) = ( -(- 


1-r 


rifr." .a 

l-ay(y — 1) 


(i'ji.'LKH Bolbet vorstniid flbrigoiis fm Auflchlu/i nil imtor series Injpvryt’onielri 

ntwas gnnz andercs; vgl. S. XL). Dio geiiialo Ilorlcilnng dor binoinischcn lloiho (in c 


l) Dor irnnptinlinU dosson, worrtbor ini orstnn AbsebniU diosor LDior.siclil borioliloL \vi 
lindol sieli anoli sowolil in don InstHufioncs caleidi differoHinlis wio aiicli mil An.snnlnni) ( 
I'jiii.ERsohon Suinmonformc'l in dor Inlroductio. In dioso bill Dur-nu nnliordoin das Allgomoi 
soiuor Unloisncbungcn iibor Koiloidn-ilcho nufgoiioniinon (siolio dioso t)boraicli(, VI) nnd oinij. 

liosnndoro wio dio KotLonbriiclin fiir quadratisclio IrrationfiltiUton, fdr ned don IbiouN’iiKi' 

sclion Kotionbj-iicli Itlr J’flr dio-son oiiion oiiifftolion iJoivoi.y nn /liidoti imd ivomdglicli don ii 

bokannton JJuouNCKKUScbon Dowoi.s wiodoiv.ufindon, war iinnior wiedor dns JJomiilion bJinnins (v 
JJ 123, /i22, Gif), 7'J6; Opera omnia lu, p. 296 iind 323; lie, p. 323; Jia, p. 14; La*, p. L 
und lR(i; fornor dioso Oborsiclit S. LXXX imd Cl). 


Abhimdlun-,'- hiifte Kru-K wolil in seine Inh-odnclio aut'ofiioniiiicti, so\' 
Cal-ciiv in Hoiiio Anubjsr. alrjcbriqw und AliFL in seine Untersvicluingen ivl 
iiiiiilrcihe autgcnnmmen liat^, ivenn cr sir zur Zeit, fils er die hiimhtdu) t 
besessen liSttr. 

Zwf'ifellos ist der tichalt der J-'ui.Kiisclicn Arbeiten iiber iineinliirhc Alf^c 
iiieht iiusf,n’scbbpft, uiul cs wan’ fur jnnge Forseber, (lie init deni Uiist/eng 
das wii- den /wei JalirhiiiiderU'it seit Kri,os Anfiingen venhnikeii, eine loliii. 
Eiir,i-;i£i^clics Gednnkengut init ilein kritisclien Oeiste und den stiongereii Veid 
Zeit zu (liiiehdringeii iiml tlainit neii y.u lieicben. Mi'igen die IJiindo In-n;* der 
solclie For.scbiing aiiregeii und erloiclitcrn. 

In der folgriuien iJIiersicht betriichten uir die AbliiUidliingeii der liiiiiu 
16^'^ iiielit ill der lleihenfolgo ihrer Entstebuiig, fiondoni tcilen sie in siebeii < 
sprechende (irn])|ion, was iinturlicli iiiclit ohiie Willkiir iiioglieli ist; viclu dor y 
don Arbeiten gelibren cigeiitlich mehreron jener Giujipen iin und nielit wenig 
in eiigem Ziibunimeuhtiug mil Untorsiicbungni l!]i'i>i:ns, die in iinderen ibind' 
o))iui{i, iusbesoiiclere in don Biindeii lu— 1 & iiber liiteginlveclinung 1 bitz lindfui 
In die erste Gnippe haben wir 1*1 Abhuiidluiigeii (2{), 41, 4G, 47, 5o, 01, 
597, G17, 042, 664, 746) aiifgeiiommeii, in denen Fulku zwoi seiner (ilun/busi 
wioder von nenen GeRicldspiinUteii mid in neiiem Zusmnmcnliniig, munclimid a 
lecliglicb wicderholend betraebtet, mimlicli ersteiis soino Siunnionforinid, die nm 
Bezeichiuing so schvcibt^): 

J) A irous'iiN Cauchy, (Jours d'AnaltfSi' dc I’ccole royalc ixifylcdiiiiiiitr, 1^^ ] 
(ifgcbfiquo, Paris 1821; Oeuvres, s^rio 2, lomo 3. -••• Niixs IlnsuiK Unlt'rs 

ilio Roihe 1 -\ "X F + dournal fiir dio rnitio und nngmvamitn Mid 

1829, S. 31; Oeuvres, cd. Sylow-Lik, IW. 1, S. 219. — C'Airt’iiv.s Aiiali/se (ilf/dh) 
Eur-mis Julrodudio idclii zu donkon ist, l»it filr dio orsle Hiilflo de.s J 9. Jalirlnindert; 
Licdentung wio dor eistcj Band dor Tnlroduclio fiir dio vorliorgcbondeii Jaln/.olmt 
gloichen StoJVgobiete dor ersfo grofio Kortsehrift filler dio IntroduvUo liiniiuH, iind 
in erstor Ijinio in dor seliHrforen Fassung dor Bogrift’o, insbosondoro luieli doa Koin 
iin Zusammcnliang darait stelit dio iinbcdinglo Ableluiiing des (lobrnucb.s divorgcuito 
Gauouy und danu ouch dwrch Abel m scbnrfoiu GcgijnKnt/. '/aiv Auffasaung PauAui! 
dio Aiisfiihrmigon aiif S. XII — XIV dieses Bonclits. 

2) Dio Summonformol hat bald uaiili Kui.kr und zwoifnllos unabliaugig von i' 
*Mao IiAuniy gefiind('n: A Treatise of fluxions, Edinburgli 1742, art. 829, Hd. 2, ii. 

win boi PuLEti ids Boispiel die Siimnintion dor Jtoibo mit dom Ei-g 
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{vgl. (9a) S. XIX), dock orkennt Mac Lauiiin nicht dio Olioroinstimmung mil ” . 
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( 2 /j - 2 ): 

wolji'i /i (Ills lU'stg'liod bodonhit, dem man vorscliiodoiio l''orm(ni ftoiioii kniiii, iiiid /' 
did Kuniinatioii doi‘ Kdihon .S21: — 2 ^ mit dem Krj;;(dmis 


( 3 ) 


•s.;: = (-!)* 


Did Ukundi.-luhoIioh Zahlon^) 
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Cl') I 
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vorbindon dinso anf don crHten Dlick Hchoinbiir woU. ausoiniuidor lidgdiuldii (JogoiiHlili 


T'lnci/lclnjiucdie dcr vialli. iK/.s.s. (Hd. II 1, 1, Loip/ig JBHti — S. 307) d(^r \ mlnsKdr 
(las 7\rtikols II A von „citipr von Mao Dawrin gofimdonon mid RuwObnlieli l'b:i.i;ii zug 
boiioii Siunmoiiforniol" spiiclit, so ist dies ganz ahwoyjg, da m-oi Abluuidlmigmi Km ui 
die SuninuMifonnol vor Mao Laukixs 7»ro//.S7! orscdiioudii siud. Ob Ki m;ii diu StiumnoscIu' 
(Ja.m’.'.s- .S'77///./.\v;, jUrUiodufi diU'erciduilis sive Irac/otus dr sum)H(ili<i»o li ifttf'i'piilufiiiuc srrir 
fniitarum. T.oiidon I TIU), pioiiositio 28, p. 129), die aut‘ den Soiidoi fall f{x) ---■ log dc:i K 
formol hinaublilnfl, vor soitidr orslon i. J. J732 der Polorsbiirgm- Akadomio voigdl(‘gl(3H 
lung ilbor di(?80 gc'kaniii lint, lllbt sicli niclit feslslollon. 

1) Dio orston filnf von Null vorschiodoiioii divsov Zaldon linddu sicb zuovkI. in 
roj/icc/««f/i (llnsol 17i:i) dos .Takor Bbknoum.i S. 98. Di(‘ llu/.oiclimmgswoisci ist sdnvank 
ncimi Eui.ini (z. II. Tis, p. !);l) und viclo andcro nncli soiiicm Vorgniig inil AidJoniclitlflssi 
und 74 = 7/(5 = 7/7 • •• — 0, sowio des Vor/.oichoii.s Ib;uNoi;i.i,i«obo Zaiit.kn- dio fol 

I i I 1 ^ Ml 
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Es iiiogL' liter iiocli, iim ao spaterer Sidle (S. X'XVIl) dcii Herielit ilbor 
sche Aliliandynngeii v.ii evlciditern, fine Voniiel Plat/, fiiulen, die man erhi 
rili'iduing (2) fiir gerndcs )/ = 2w mid init del Abkiirzung a -b = h s 

f{a) -'r f(n -P 1') -l /'(" + “ /') d' * ■ • H < ) ^') 'I ■ /'l ^ d- 




d- 




1/(2, . -3) •-3) («)!-!- A' 


(271-2)1 

iiml sic von der gleicliartigeii Oleirhniig 

2[A«) d- f(n d- d- /■(« -I- d/i’i -I ! /'(" ■:■ (2i» - 2)h) [ /'('/ d- 


|.J.) --= /'('') AM + ■®fr' f/'"'.'') -i- ^*‘4. * [/■'"(*) 




abzichl. Man eiliali so: 

f(fi) ~ [{a + h) d- f{ff 2/0 ■ ■ d- :W() -b f{n -h (2 »; - l)/t) ■ 
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Die zweite Gruppe, welclier die 10 Abliaiidlutigeii 19, 20, dd, 189, 1!)0, 
052, 001 nngehbreii, entlialt Arbeilcii iihor die GainmafunkHoiiO '>nd im Ai 


gologentlicb (Ofiem ojw»m Ii6, p. 598) die folgoodon: 

S 6 7 0 11*6 IS -151)1 
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an nnderor Stclle (I18, p. 56) wiedor die liieraus dutcli Vordoppolmig oiitsioliondc 
Anmorkung 3 aiif S. 92 von Bd. Iw, der noeli dor Hiutvois aiif SHr.itKiujN'NiKi 
Abbaiidliingen (6) lid. Ifi, Nr. 10, 3903 anzufilgou ist, ivo dio eistoii 90 vou N 
JifciRNOur.Lisciion Zablon bereebnot worden. Kuleii sclbst liatto von don //nlilon I 
berccbiiot (B 393, OjJera omnia lu, p. 93). Woiieio I/itoratiir boi Ely Amci 
Maiitematics, Bd. 6, 1882, p. 228. 

1 ) ■\Vcgcu der Bozeiebnung diesor Puuktion sicbo die. AnmcrUmig 1 8. Xl 
p. LVHI— LXV. 


l'’uiiklioii, (lio von Eii,i:i{ durrli Ausdehnnnjf (lt*s Symbols n\ = ant niclit gai 

•/(ililigc Variiiiderlifilio, also dnndi hitcrpolalion gcwoniien wmdp, die EuLKUscheii Ail)cit 
iibor Iniei polatioii iibeiliiuipt. Aulierdem ist eine JUiiizelsdirit'fc (nfimlicli 583) Uber dio FjVLV. 
sclu' Kojjsiinite, die vv fioli)st. m(^iat (', gelegeiitlich auch 0, J oder I luumte, wilbreml liei; 
dio Ik’xoudunuig y dblic-hor iti diese (iruppo aufgenommen wogen dnr no/iehung dies 

Koiistaiilen zur / '- Funktinii. Dio Abluindlungon dicsor zwciteii Gruppe llbcrdeekeii sieh tc 
woiso mil Rolc.lieii dcr Ibinde 1 it— it» (Iiitegnilo). Din 'Jreiuiung wuido so vorgenonimen, d 
rien Biindoii Id, 15, l(i, din Abhundluiigcn zugewinscn ^v•^ll•d^^l, die nicbt iin wcsentlicli 
mil bcRlimniUin InicgtaUni arbcilen, nl)\v()hl eiuo slrengo Sebeiclung nicbt iniiglieli war. 

Jti der driticn (biippe wordmi 13 Arbefton ( 128 , 24G, dd7, 551, 552, 502, 536, 05 
080, 703, 70‘1, 7‘I7, 810) besproedien, dio sinh mil den (rigonomotrisclien Fiuiktionon ui 
niit trigonomolriscboii Ileilurn beseliiiftigoii, in dnr viorteu Grnppc 0 Abhandhingcn (dt 
576, 584, 037, 003, 700, 720, 743, 708) iibnr dio binomiseho Reiln* und iiber Binomi} 
koofO'/ioutoii.^) 

Die miiftd (Jruppo onthiilt. 17 Al>lmndluiigoii (72, 247, 320, 352, 432, 453, 477, 48 
n07, :>;)!, 506, 6 10, 084, 085, 710, 722 , 730 ), die verfichiedo.nen aiideren FmikUonen ui 
Boilum ge.widmnl. slnd. 

In dor soohstcii Griippo sind 11 Ablnindluiigen (71, 122, 123, 281, 522, 550, 55 
:)!)3, 742, 745, 750) liber nnondlinho Prodnkto inul JCcttonbrilclio vercinigt. 

Dio Hiobonlo (irnpinj eiidlich enUmlt 7 ICuucuscbo Arbciton (74, 125, 275, 280, 70 
700, HO!)) iibor dio Boroc.iiiiung der /ahl Fur din bekauntou a:-Berechnor Adhiani 
Bo.maniw, van Oi:viA':n, Ahkauam Siiaki* «. «. (vgj. Ojwa omnia lii, p, 245) kam( 

ilio Eiii-iaischoii Vorscbriften IVoilicb zu spilt, ilbtiludi wio dio boston Vorfahren zur Boroclmiii 
dor Ijogaritluuoii ((IhI erl'imdoii warden, ills dio Tafeln iin wesontliehen sebon lortig wareii. 

Wir beondig(Mi, iiulcm wir nn dio zulutzt eiwsiiintoii Uoclioiiarbeiteu ankiiuplbii, die 
I'’iiiileituiig mil oinigoii Beinorkungon iiber dio wiBHonscliuftngesobiclitlicho Bedeutnng der hi 
vorlicgondoti Dt/rjaiflclioii Boistungon anC dem riobiolo dor iinondlichen Keiheii, Produk 

1) 6' in I'l '13, In, }>. !)-!; H 683, Jte, p. 671 und in don 7ns/. calc, diff., Iio, p. 33! 
CoH.sf. ill 10 '17, In, p. 118; 0 in 10 893, Iis, p. 116; .d in E 808, la?; A in E 432, Ii6, p. 13 
Dio Bozoichnung y, die wir in dicsor Oborsiclit bmuilzou, vObrt von Marohhuoni bor; siobo dn 
iilior Jio, p. L>iIV. 

2) Wii- bnzoiclmon don Koofiizienton von in dor Poten/.reiho filr (l |- a;)" mil 
Eiinint Bobriob (in E 676 mid 684) und (in I'l GG3, 709, 72G, 7GH). 

3) Dio gogon Eiido des 18. Jahrhundorts untor dor Loituug Pronys vorgouommono No 
lioroclinung dor Tafoln (..Tables du Cadaslre“, nicbt gedrnekt), wudiircli os gobing, dio Ictzti 
Foblor dor niton Tafoln zu bosoitigon, bonntzt ziir Boroclmung dor Prinizabllogaritliraon oino Itoili 
dio (man mOclito sagou sondorbaror "VVoiso) boi Eulbr nicbt vorzukommon schoint. Audi dio vi 

b* 


nnd Kpttoii])i(irhe, wobei wir schon ik'svvogeii oini/ im Atl^viiiciiicn v»’rlili-il)t 
^vir (ten daiin folgrinleii JSinzpIinisliilinnigcn ilft'Kus fb’iiJ'hfs iilclit allzusiiiir vt 
]']rf.K3iS mujimndNclio I'Vi'udc utn ZahleiHuoluicii war stclK i)i‘liiTrpclii 
rlaiiken, die TnigweitR solcdifr Vcrfalireii darzutiiii, ilia o-caigiict. waren, dio. A 
nejs diiroh dio t,’herh*gini/r ibg ,\rnt)ien>alikeis abzukih/oii. Koi liciifelilcr gWii 
siiiil ihm sf'lh’ii iintcrjiiiiffn; doidi befolgl ei iiiolit ilia fiii'tjigf’, erst sjmler ; 
(u'lhiiig g^olajigtii Ifegid, ilsiH dcT nialit iiiolif als aiiii? Iiiilbi^ I'liiilioif d 

boHjehaUuuun Stellc. belragiMi darl’A) Hfi dcu luiUikoiivcigeiitiMi Ueilieu, di 
iiiisgiel>ig hamitzle and die ei* hucIj in iiu’cr Wascnwirt rialitig rrkiiiintu, 
i^iclietfni Tai<t dio ftiolle, an der am giinsUgfiton mit dur Snimnutioii tuilgohi 
Will' I'l* sicli U'c-nigsieiis an IJoisplelen klar dnniljcr, ilall its giidi am di\ 
liiiiidelt.^) Aliei’ aiicli golclieii <liveigenieii die Icoincswogs /iir (Classii ( 

geiitcJi gfihdtoii, karn imcb seiiuT AuiVastiung, dio sicii fjoih'cli sclioii hoi ei 
Zoitgeanssori^l and erst roelit spiiter niidil diiirliRotzen koimte, oiii heslinitnt 
/a, doa or dandi folgetido Ji'estsotziing giclior siellon v.\i kdanicn glaahto: D 
uiieiidliohon Hoilic ist tier Wert ties rTulUclien AuKilrucdcB, darch desRoa Ii 
lleiho ealsteht.'’) Dieso AnlTassung bnfc mi galuivigor liinschiiinkaag hiati 
WiciKitKi'irvNSsoliea IkgriU' tier aualytisclion Forlsclzung eiiioa liefiLiniiatoa 
Siiui >nid chaait oino gewisso llcroirlitigang orlaagL Naehdein man Jioc 
.fain zoliidon die’ I'li’M-iRsclitm init tlivergeii.len Uoilioii arbeitendoa Aiisiitzt 
rottangslos vtalVIdt ungesRhen Imlte, brauclit naui hculu luir mancliu seiner 

^■oiiigor siiiuvollc' Uorocimiiiig dor Zabl jc mif 200 Dcziinulst.olloa duieli Dask i 
roliin laid niigovvaiiiUo Malliuiimtik 27, .S. 198) boautzt Itoiao dor von Ik 

Imndlinig 809 flic*, p. 2(>7) brsondors ompfoldoiii'n iiiul wold aacli zwoekaiiiBigst 
dora (lie gaiiz /.am ticdnakonkroisa diosor Ahlmadlaag geluirigi’, dort ahor zufiill 
niondo Vonuol 

-4 = 1 d- «>'<dg I -r arclg ^ • 

1) (idor mil dctt Wmton von C. F. Gauss (Worko lid. 3, 8. 237): „dnfl 
di’iii walii'ca WorL allomal so imlio konnncii soil, nls lici dor gowiililtoa Auzii 
stollrm mbglicb 

<»■' '’•^1 Q 

"dliing 2da ile scrichus (lier.i f/eiililjiis, O/tcra (imnia In, p. 5 
■’ licihen, Tiihingen 1898, § Jl. 

Mala in eiiiom Ihiofo an Ciiu. GoLnuAuii voin 7. Augns 
upi’cssiofds iUius ftniUic, cx cains ciwlniionc Uhi scvic 
(h quclques fetdbrca f/domeirca du IS"*’ sidcle puhlidc 
. .1, ]). 324); sptilor fast, wbrtliftli obonso E 217, § 12 (1 


t-lwiiK amU'i'K /n lic^ritmk'ii, inn iliiicn eiii«:n guJeii Biiin zii pcheii. Dio Ani'iingo ilei i 
(lioKoni Jalnlmiidorf. weit. oniwickelton Thtiorio dor divergonlen Rcihen, die ein Toil dt 
I’lioorio dor aiialytiKcdioii l'’orlsot/,«iif< Lst mid dio schon solir wichtigo Ergobnisse erzie 
lial’j, golioii also wio so violo AnlMiige dcr lioutigcn MaUiomutik auf Eclkh zuruck; os ii 
rriiilieli kcinofiwogs so, als ob Ei:i.kr liinlorlior gogen Cauchv and Aiti’i- loclit belialto 
Soiiiu vorliiii orwillnilu Deliiiitioii iloi* lloibouHinmno isl nicbt nnr, weil sio df 
MbgliclikoiL molirdoutlgor I’kiiiklioiicii koliu* Uecliuuiig h'iigt^), soiidein vor allein wngoii di 
rolgotidoii Maiigols imliallbar. VVomi dio Ueihonglicder roino Zalilon sind iiiinl niclit Fiinl 
(ioiioii ciiior Voriindorlii'licn), wio im Knllo 
(bj i •••, 

so isl oiii eiidlii'lier Aiisdiiiok, «lmrh dcsson jCidwicklmig dio Hoiho ontslidit, niclit oindenti 
vorliiuub'ii. Isl z. Ik ilio Smnmo dor Rcilio (ft) diM- Wert, ilon dio durcdi dio Roilio 

11 , 11 , 

* 0 1“ y" ' :i* ~ * 

doliniortc gaiizo li'aiiszondoiiti' I'uukl-ioii von .s Tilr .s’ -I anniinnil, odor isl sic dor VVoi 
don dio diiroh dio iloiiio 

1^7) .r- - 

iloliiiiorlo I’ationalu iMiiiklioii von x mil iloin Noiiiior (I an dcr .Stcllc x — 1 aiinimin 
Dali dioso Inddon Worlo niiloinuudor rihcrciiiathnmon, isl oin bou oisbarcr merkwiirdig 
Iiobrsalz (vgl. S. LXXXII), dor iibor so bingo nnr wio oin ziifiUligos Frgobnis crsclieii 
ids or niobl. als k'olgu vinos viol idlgomoiuovou IjclirsatzcB dov Fnnktionoulobro ovscliloss 
wi’iiton kaiin, was zwoilidloH nrbglioli isl. Durcli einen solchcii kbiinlo wolil dio I'biLicnsc 
Doliiiilion I'ilr dio Sununo oinor divorgonloii lloilio an Doniuiigkoil and Tragwcifo gowinia 
Dio Siitnnion dor Iloiboii 

(H) D - -1- ft*-' - 4'- + • • • (mr - 0, 1, Lb J. . . 

u'ovoii (ft) oin bosoiuloror Kail ist, Imt Jfitn.KU iiiitor Ziigruiidolcgang dcr Ddinilioii 
(!l) lim (.r ■ ■ ^2’^x- I- j- ■ ■ ■) 

x-> t 

inolirliii’li orinitloll; soiii J'bgclmis ial fur /• > 0 

(10) ■[- - 4^- -I- ... - , !•') 

L) Siclui H. K. Knoiu’, Tkvork uui! Amcmhwf/ tier iDicniUichv)/ Jicilicn, 3. Aufl., Jloi 
11)31, Knpibd XJIl. 

li) Vgl. dio Aiunoiknng 1 S. VUI. 

3) AVololios isl ■/,. Ik luudi ICui.ku dor Wort dor Rcilio x — - j "b r, “ ' ' ' 

• - 3 odm* X — 3 V 

■l) Dio I'Isistonz dos Dronzwcris (O) isl, da os sicli uni fine iUr r = I iiiclit iiiiondl 
wordondo raliitiiiibi Kmiklion bnmloU, klor; urn .soinen Wort zai lindon, ersot/.o iiaiii in (9) x du 


\VL‘nu Eui,i;k in der Beluimlhing- allgemeijiui- Fiagtjn dor Koiivorgeii 
R.estjibschfit2inig seiner Zeit nieht voraus war uiid \V(;nu nenipikiing'eii, di 
(Itr fitrcngoii von Cauchy bcgriimletuii {Analyse ulycbiiqiin l‘S21) luid i'iln 
durch die Theorie dor Irmtionulzahlen (Can'Tok, Dioijickin]), Wkikkstuas 
gckoniniciicn CTreazwerttlieorie gcdeutet werdeii kdiinon^ Ijei ilim nnr sclte 
unbowiesoii siiul'), wahrcnd iins vide oadere seiner diesbcxiiglichoii ICrbrleri 
imklar uiul iinlmlLbar orscheiiieii®), niiissen wir l>edeT!keii, dub es eiiiea r 
Jiihrlumdeids naeli dem Braclioinon der ei'slen Euler scheji Arbeitiin bed 
dieseu Frngcn zu volier Klttrlieit zu gelaiigeii, wio auch, dull or ini geg 
Fulle last iiiuner g-eluhlsnmBig dns Uiclitige tralj seJioji weil cr die Na 
Z'.dikmeeliuung nie atts dem Ango verier \ind iliin daUer slots an Knnv 
gnter Koiivergoiiz. gelegen spin nuiJUe, dio or iidtigenfalls durch Umt'on 


c"* init >-0, dami ortioU man fill- A' .■> 0 don niit ( — multipliziorton 
quotiontoii fiir /— >0 dor Funktion 


+ c~^* - I 


_e~‘ „ *S? — 1 

i -I- C-' (f-’+l)! 


d. ]i. man o'liiill: 


1 


A-l-i 


if 


hi 


Das I'lrgidini.s gilt aiicb filr /u-.-O; 


man den I’aktor { — l)*'"*'* woglnssoii (vgl. (4) S. IX). Siobo K. ICvoi'i-, Theorit 
ikr unaidlirhcn Jicihen, 2. Aull, IJorliu, 8. 508. golungt '/ur (iloicluing 

Wegon als don liior auge'goliciioii j vgl. S. XXVJLL iiiid LXXXTfl. 

1) Z. 13. liiliL stcli ntis E 43 {Ojiera eninia In, p. 88 imten und ‘JU olion 
gonz oinoi niir-nilUelusn Ueibo folgondo lieaiobnng v.wiseheii den Toilsunimon al 
binroicliendo TlGdiiigung licrauslcsou : 


lim — Sf = 0 nil tt ~ 1, 2, 3, . 

i->x> 


Da os sit'll iluit i»m oino Uoilio mil positivoii CjLindem luindolt, i.st dio Dodiug' 
os golit 2 \i w’oit, \Yotm H. Rkiff {GescMchle da- unendlichcn lieihcn, Tillnngon ] 
(liosor voroinzolton, nielii. selinrf gora6ton und iiicbi bowioscuon Stollo Euni 
Calchv.s in der Eifinthmg der nllgomoinon Konvergonzbedingung nugosohon wi.ssoii 
2) Siohe boispielswoiso E 247 {de serklus divcryaitilius), § 8, lu, p. 592. 

CO 

olmo Begriindung goniatlito Bomorkung, dab dio divorgoritu Roiho iiiiL 

u 

immoi den Wort oo habo, w«nu dio fly uutorhalb oinor ondlicliou Scliranlco 1. 
riclitigon Korn; dock geutlgt statt dor Bodingniig dor Beschrlinkthoit dor fl^, 

lim = 1 ; iloim dann strobt dio fOr |a;, < 1 konvorgoiitu Iloibo ^ u,,x'' filr 
' 0 
Viol stlirker divergonto Boilion habon dagegou iindi Duluh eino tMullicho Suram 

J H- 2 + 4 -|- 8 + 1() + • • doren Summo ^ — 1 ist. 

1 b 


;iiuk‘reii luuun encic.hter CJcscliicklielikuit lierstelllc. Allgcnieiiio I'riii/.ipien dngt'goii, abstiak 
negriffsbildnagon imd logisclie Veiroincrungon warcii seinoin Wo-suii fioiiid. llm loekiu d 
Mitizelfall ; iieuu lunilvlioiieu zii liildcn uiid zu untciBiichcii war I'iir iliii (duo Luiblinfj 
lulgabe fvgl. das in dor Abluiiidlung 505 a,u(gestelH(! Progriunm). Uatdzntngo !(“iiil nn 
iing('bciu!r vie! Fnnldioncntlicorif, abor geimu koniii nuut nur schi woiiigu ]''niikti()non, ui 
las sInd vor allcni diojonigi’ii, die Kclkk in seiner hUrodudio b(diiui(lelt bat. AuOordc 
koiinen (‘Iiiigo etwa nocb die Ein.KKKche OamnmriinkLion und die (‘beiifalls von Kriildl •/ 
srsl. imtersuclitc JilliMAKN sclic '/etalnnktion. IJiid wenn jeniaiid giir mil der liyjangooiiud 
Rclicn l'\nik(.iou l'\u,, ji, y, x) vcrtraul. ist, so slelit or glcichfallK aiii' JJude 

Xur bei den ellijitischcn luinkLioneii liatte- cr Irntz vieler Heiuilliimgeii kuiii (illudc; ih 
I'aitdcckinig nuilSIe cr scineti Nacldulgcrn iibtjrlassoii. Al)(3r aollle iiicbt aonsi in 
AibeiUni nocb inmiL-lier Koim scldummeni, der zu spiitijror IbiiU; benifon istV 

IV.i dell uimndliclnni Kettcnbruelieii, deren ersle znsainnumfas.seiide l^nrslnllung n 
viiden Eiii/ebinleihcn'liinigeii itian (bin verdaiikt) kiininioii sicli l')(/Li;r{ liisl gar nt(di( tt 
ilie Koiivergcir/,. Uiese Liltdco ausznriUleii, konnle niclil Anl’gabo di(!S(’s Bericdites stdii; (.» 
juuger J''orschcr, der (). Ib-nuJON'S Ijclirc von dm Kdtmhriidtcn (Leipzig mid l}orliu l!)l 
lUiicligcurbcitei. luit, mag in der Untersuebung von Znbion und Funklioneii, ilic bb'l.i 
dnrcli Ecllejibriudm daigi'stcDl. 1ml, ein lolnieiiiles IJelaUgnngsl'eb) findeu. 

IJer b(*«('i' der Ablumdlungeii wird sellisl inerken, wio Rri.KUS imitlieinnlische I): 
Hlulliing und AiisdniclcBweise dio 8(di\verralligkeil der /eil vor iliin bald vcrlieit. inid iinm 
vollkoniinener wild. Dal) dei' ilebriiueli von Indicm erst spider allgenieiii winl, wiilirei 
Mim:]e nir die Ituilieii $21 ■’’of '‘tw'a 11', ... (•/.. Jl E dl) (nbo- j ns 

B. E‘!77) schreibl, mag violleielit mil Sehwierigkoilen des Ibneks zusaininenliiiiigen. IJ 
Forlseliritl in der inalhemaLiaeben Ausdrucksweise, der scildem iibur J'b'LKR liiniuis er/ii 
wiikU*, erseludiil. goring gegvnilber dem ForiseliriU, den die I'lnf.Kiiseben ArbeiUm tlber ( 
vorunsgelioiido Zeil. /.eigen, wol'lir iinn /war niclil das idleiiiige, alier docdi dim llnuj 
verdiensL •/ul(oinnii.^) 

Uni (lie Darslelhing dieser IdjcrHieiil /u voreinraelum uiid leielilor lesbiir y.ii inneln 
bodioiieii wir nns der beuligen Sclire.iljwoiso von Ansdrlickon luid Forineln slnU. der lilirr.!- 
sc'hen Bo'/nicbnnngeti, dio nuOerdeni niclil oinlicitlicb siiid, sonderii von einer Aldiaudlu 
/ur mideni wcehscln. 

1 ) I'liiifjiclu! bonvorgenzilbcrlegimgon liudon .sick in Abliaiullung liHl, tj bd ; Ojimi omf 

1 15, p. dH. 

2) Vgl. Funnus AnsfiUirmigon tlbor doii Wort oinor gnton ib'Z{'lclmuug in dt'r lOiiiUntii 
ziir Abliaiullung 2-10 (^Opera umnia In, p. 5‘12). 


I. DIE EULER80IIE SUMMENEOKMEI 


DIE KEIHKN DIE REIINOULLISCHEN 1 


Die Eui/HRsehe Snmniciiformel iiiulet sich mit kaum angodeiiteter 
20. .\\w\ 1“H2 (ler Petersburger Akademie vovgelegtcu Abhaiidlung 25 

JlfdiwrfjfS genervlis avmnuouli progre^sionva 

(Opera G)nnia lu, )». -l-S — 72) iiiitor folgonder l^onn 


(1) 




tdu -f- 


ftdt yd^_l_ 
ihi (I n'^ 


6tPi 

ih?' 


wobci t dau idlgemeinf' (znin ludex n gehorige) CHied eiiier Uoihe, i 
(■rsteii GHedci bedciitot. FUr die Koeffizieiitcii k, (i, p, d, £ werden Rckv 


= -i » 




1 

6 ’ 


r == 




1 

24’ 


(^) 


6 


y ^ « 1 __ d 

2 ~ g"~ 24 r20 ’ ' ~ ’l> 


>' j ^ ^ 

G 24 “ J2() 


aiigegebeii, liis das Bildiuigegoselz Idnr ist, das lUxtUidich aiif die all^ 
von S. A XI filr die BERNOUi.Lischeii Zablen hiiiauslKuft; es ergibt sicl 


(y) 



Die Suinmetiformel wird iii den (Inraiiffolgenden Beis|)ieleii der I 
eiti einziges Mtd venvendet. Dio ala lieispielo geljiacliteii Reihcnsinnmf 
melir ini wesentHeben dnrmif, dnB ans lieilion, dereii Oliedev Fiinktic 
Uclieu and dcrea Summon boknuiit siiid, durcb MultLplikaUon mit Pol; 


rciitiiitioii utul Intpgratioii wieder Reilitn mil. ftngehl)ai«:v Siiiinnt’ gobildoi weiden, ■/.. B. a 
ilcr gcoitudiischcti Roihe, ans lior R(*ibe filr // uswd) 

I'lin B(!i^;pit‘l, niimlicli Eri.Klis Aii»nf/. filr die hiti-griiUlai'slelluiig iler Snnniu' 

n 


1 4 ) 



a:’ 

!• uy^ ’ 


miigc in dieser Cbersielit gx'iiilgLMi, ohiie dull ob eiiicii vnllcu Begrifi’ vnn JOi liiidnng 

kraft gebfjn Icdimlc. [in Kalle m --:l dmlet er, dull dieae Summn gloicli 



isl, was inan dutcli Diilereu/.icireu Iciclit IjcsIiiUgl. Den Ei i.cKsclKni Ansdnick flir (4) li 
lj{di(‘ljigi'n gim'/'/iihligeii m > 0 lindot niuu niii ciiifiichslen aiis (<’)) ilnrcli >n-miilig(;s Dill 
icn/ieien iiiicli h (EiiLi;u gelit finders vor; dio von ilnn geiuticlcne Sumnie S'llr (•!} hU 
III, S. oO). VVir liebeii noi'li den vcrciufachten .r- 1, - 1, fi 0, )if -• y, -oo lieivo 



well wir mil diesi'r I'Minud /.u einer J'’ruge geliiiigen, wclidic ilii' Alatlieniatikei' den .lull 
lumderts (aiiflor J'k'MCii iiiHbcsondoie uiicli die Brilder Jakoh innl .IohaNiN' IIi:icm)Iii,li) 
liolioiii iMuIle lii'sidiiif't.igL lial, niiiiiHcli zu der I'nigo*): Kiitui mini iloii Win L der Keilic 


n) 



in eiiifacdici' Weise diircli bekaiuile (iWlllen iiusdrilcken ? uml winter: (iidiiigt. dies Rlr d 
allgemeiiiereii Itoilicn 


(H) 



D, -i. 


Jlno JieiniLworiinig- wnrde zii einein der nebunslen Triunifdm Bi i.inis. 


j) StulL dos Hiic.lislaljeji.s e gel*riim:lil. liicr Kin.nu nneli e; vgl. liioi/ii din Auimakuiig : 
hi. vnn Band Jh und dio Anmerknng zii S. J*I51 dor Ablinndhuig Gl vein In, dor oislon Slol 
jeiios UaiidcH, wo c iu ilor ilblichou lledoutuiig huniil/l wirtl. In dor niiiidielioii AMiandlinig ( 
I'llhrt ]'bii,i;ii aucli I'iir don liidbon nmliing dcs Kinheilskit'i.^a's dio Bo/.oiolmimg ;c oin, dio nii 
•/iim oislun Malo 17UG liei AV. .Tonus Ihulot: Hifxopsis J*nl»wrioitim ^Ihilhcscos S. ii ld. 

2) Xllbnri’S siobo in doni lii, S. ir)G---l7G winder iibgedrucklon Aufsalzo 1*. Stackkus (a 
JUliliullicca ]\[<illi(iiia(ii;(i Hs, Ji)07— IU08, p. 37 — rj-l): June i:ci'(jvs.sviic Abliandluiiff JjKn.siiM 
Kn.KHs iiher ilifi Htmmc der rcsqirolccu Quadralc der nalUrlkhen 'AdtU:ii\ vgl. auf;h dio Anmorkiu 
I/i:oNiiAiini ICiit.riii Opera omnia Iio* CommoiiliilioiinB annlylicau c 


Dif! Fonutl (G) firnlet sich selioii in ciiier cler Abhniulluii^^ 'Ji) vui 
Hull ill der iim 5. Miir/ 1781 der Akadftinio vorgelegteii Al>hamlluiig 20 
De siomnatione iminnicrahiluim prorjressionum 

{(ijieid vuinia li 4 , p. 25—41); dicBe lint in Anliigo nntl Inlinlt vieks mil 
sclmnlet sich von ihr ilurcii die weniger voDkoinmeue Daislclluiig imd d' 
puiikt: es u'ird doit die schon in iler vorlinrgnhenden Ablmudlung 19 
gestcllt, I'iir »5iiiiimen wie IV (4) Ausdriicke y.u Huden, die (wic (5;) i 
/.iihligfts n ciiiun Sinn Imben; deshalb wiirde (Hose Abhandlnug in die zv 
polntion \is\v.) der vorliegendcu Cbei'sicbt aufgenoinineii. .Sic iefc abei- fu 
(Jiuppe zu besfirechendeu Koilieii (8) iiisoferu wichtig, nls an ihrom En 
(lor lecldcn Seite von (G) iind dninit die Hoilie ^*2 in (7) nu! b Doziina 
ivird mid zivar anf cine auggezciclintde micl selir rnerkwihdigc Wciso. 

dcr Alt Ei nmiS, eiiieii Ausdrnck (Avie die Reihc dossen Nntiir z 

\ 1 ^ 

/.nr Aufgftbc gesetzt lialio, ziiiiacLst zablonmiilHg zu uiiteisncbeii. Ziir 
mittels dc8 Integmls niif dcr rechten S(?itc von (G) ging (3r iiiin so 
dieses Inlegial in zwci: 

X 1 



0 * 


wo x irgeiul eiito Zahl zwiseben 0 uud 1 ist; in deni zweiteii Iiitegrtde 
stitution / — 1 — T nnd erhiell mit y ~ i — x 



= log(l — ic) log X + 




zu 8. IKO von Hand la iind dm dasclbst, ivio ninh in doni socbon onvtilinti; 
sntzo (iiigofiilirto VcrBffontliclmngen G. ENnsTKOM.s, Jiibliotli. Moth. 43, 
p, 248; 73, lilOG— 1907, p. 12G. 

l) Danncb ist dio Angabo dei* Anmeikung 2, lu, p. 162 dcs in doi 
movknng orwabnten SrScKHLSchen Aufsutzos zu borichligon nnd zu orgiinzi 


SI) findet niiiii 


VViUilt man liier, was am einfnc.liBtan ist, ;f — y =-- 


a') 


S‘3 (log' -1- 1 -I- 


1 1 
o ^ 




i 

•12 


Die mimm-lir uiif ilc-r rnelilcii Si*ilp stelmnde Uciho konvcrgioiL niclit gut, uml li 
kanii als Iji-kaiint angesi‘lK.'ii wcrdni. Ala unnittolleii Wert i'iir Su giljL Kuiii'.ii’) 

(9 a) Sa- 

cr ist oiiiRcliliedlich del' lut/.lon Stelle richtig. liojiuty.t man die von Ei'MiU orsl. in 
Abliamllung -1 1 (siclic H. \\\[ der vorliagondon Uborsiclit) bcwioBum: Cdcicliung .s '2 

CO 

SO boFugt (0), (lab (lie Potcir/iruilio filr .i; - • deii VVori. — ,, (log2)^ anoiii) 

1 

liicrauf isi I'jUr.KK iji Hj)iUoion Arbaitcii mchrfaoh y.iirilckgc'kommen (siciie insbesonileie E 
Opmi omnia lio*, p. 118). 

I'lino von doi' aoclnm besproeliuiiau giniz vorscliiedcna IJcrui-.lmung dar IKdlu* S 2 -- ^ 

1 

vbentalls aul' 0 Slolluii, von donen aber 1? lalaidi aind, liiulet sitdi in dor Abliumlliing 4' 
Mf'Hiodiis iinivci-.-ynlis serienim conucrgcnlinm ,SH»inn/.s’ qnam -pyoxinu'. invinkndi 

{(Jpi'ru omnia In, p. 101—107), dio am 9. .luni I7y5 dor Eotoishurgui Akadomio vorgt 
wurdo. Dio Meroolmung von .s^ iat dort oiii Uoispiul lur dio Aiiwcndung oincr von El 
gei'uridcnoii Fonnol inocdianiRclior (}imdratur, dio oino Yin'lioascrniig* dor Soliiiontraiiozinotl 
ist. Ijoty.toio ist idontisoli mit f'olgundor Nlilienuigsfonnol 

W J I 

(10) /(t)'i /(a) 1 I ’b 

1 

Eulmh vorbessevt untor der Vorauaaotzung /"'(^*) < 0, /'"(.r) > 0 dicso Niilu'iuiig 
iIlmu cr rochtfl nocli dio OHodor 

V jy 


bin'/ufilgt, und vorwomlot sio (uhnlich wio soino .SnmjnoiiformLd) iiiolit sowulil, uin dii 
(10) rcchls atolicndo lutogral wie vielmehr uin tlio links stoliendo Siinnno /.ii bcrecli 


J J 8elion vorlior lial.lo J.VMns Stiuumu 9 Slolloii diosos Jtoilicnwci'tes, wovon 8 riclitig 
mittols oilier goistroiolion Iteihontrnnsfonnntioii berecliuot: Methodus dig'croiliuUa sii'C Irac. 
dc fmmmallonc cf inlmpolaliouc scriennn infinitarum, London 17150, p. 29. In dic.sor Sclirifl wr 
auch idinliclio Intorpolationsaufgaben golOst wio in don Eui/iatsclion AMiaiKlliingoa J9 uia 
(III, p. 1 und 25). 


0 


Stclit lii}ks eino unendlichc Reilip, so JiDjnnit iintiirlicli iiiir iliis ejstcj ( 


lioiiEgliL’clei (II) ill Betraelit. iin 
liclie Snminc 


1 






berecliiiet I'li.'i 


l, 5497 (i.S 


uml ihmi uiit f{v} - (lO), (U) uillitiiuiigsweist; deii liest 

1 , 7 j _L . 

ri*'’i2i2i r2-Mr 


AU ^Ya\teves Beispiel g\bt Ein.im <Uii gan/, eatspvcekciul diuwbgefill 

lOGOOM 

endlic\if!!i Suinitic ^ , fiir die cr den Wert 1-1,^^5)2009 iiiidisl. 

1 

Eino (hittc von den beiden eiwVdinten vollig vcrsohiodeiie Oerec 

<%- 

suinino St — man in der Abliuiulliing 47 

1 

himifio suMUtdc cidusqnc nerm ox diifo ierminu ycnoro 

{()pera omntu lu, \i. 108 — 123), die nni liJ. Oktuber l73o der Peti-rsbu: 
golngt rviirde. In dieser gibt Kui.kr y.ucrst ciiio formalc (lorlcitiing seir 
lung' 25 olnic Heweis initgetciHen Suinnienfoiinel. Er Ijediciit giali /u 
4’\vi.ouseSieu Reilie, die er uutcr Erwabuuug T.W’LORS imd so.iuor Hfrlh 
iJuioli Difrpi'i'ny.eubildiuig gowiiint. Seine SchluHfiii'iiud isi 


(12) 



X 
I • 2 


+ 


itX 

'2 - 3 1 tlx 


GDJ X 

L>lO*13Yd>' 


d^A' , ti^X iii/’A 

u'-TW/.i® ~ lO-':)!,, 

■^fxPX 

~ 30 - 


die ill die k’oirnel (2) von S. IX, abgeselien vuii dem bed EuMOit stels 
iibergeht, svciiu man K — f(£) rail x — a-rnh nnd h — I set/.t, \inte 
Suinmc /"(fl) 4- /"(fl + 1) + '- • -|- /*(« + h) verslelit iind iii (12) fUr die 
iintereu Gren/c a herrUhrenden filieder oine passende Konstnnlo liinziuk 
Fiiv dip Koci'fizipjilfu werden die niiinlichoii Fornielii iingegeljiiii \ 
linig 25; vgl. S. XVT iind nachlier (10). Deu Zusammenbaiig mit ilcii 5 
NOLii/lJS erkennl EuLKH noch iiielit. Es isl sogar zu vcrninten, dnil ihi 
in Hasel orseluenene ars coniectmidi nicht bekannt wni*. iJeiin nis eislct 


uncnfoDnel loitct ei', oliiio JAi\f)n liKKNOliKLi ?.\\ crwulmeii, iliu sogetiiLiiiiton Bkunouli.i- 
m I’olyuome nl): 


) (p,, , 1 CO 


I 

n -h 1 




-1- 






• syinlioliscli gcsclu-icibcii 

ill flic iiii Kiillo cincK gan/zaliligcti positmm x clio Suimiu’ii 


fcslcllt. werdcii.*) Bci I'jUM^U iincien sicli dio nKUSOirLLiM'heii Polyudino jiiclil in dor 
ctnciuou Korin (lil), sondcrn mil. ihron ZahIeiikoerri'/.icii(i'n aiisy;nscluicl)i>n fiir » -■ 1, 2, Id. 

.?: = t gobt (14) in die vnn I'IlMjKR iiniiior wiedor hdiml/lc, alxa- iiu (Innido sclioii 
OB Jii'iUNOiir.r.i^) und A. Dri Moivrn-:®) bokannto ItekurKinnsrni-nml [Hr die in dur Snni- 
I'oniml anfiroLciidcn Kot;l'li'/.itmioii fiber 



) /»! -1 


/ * 

V 2 / 



0 


• symbnliKcli ^{•Holirielion 

i) (/H- 1/*'* y;«^'-=(). 

I'jULKK uiuI vor iliin wird dio Kormol nudit nllgonicin, Koiidoni iiur filr dio cifili'ii 
1.0 von n aiigescliriobon, bis ibr Hildungsgesetz klar iat; luicli voiwciufct bJorJUi in 
Bi fidbcrii Arboiten niebt dio UKUNOULUsclien Zablen 7>,. aolbst, soiidcni die nul ilvncii 
loll /.usaininonliiiiigcniloii H. XV^J gojiaimton Zaldeii «, /?, y, ...) 

Alfi woitoics BoiHjiiol /.ii seiner Summunformel bolmiidnll in der Abluiiidliing 47 


Suituno 

+ 1 

1 

X- 

findoi 

,S' Con«l. -1- log: X -i- -1- 

1 

120 


+ .f + . 

240a;8 ^ 32760^4* 

1 




'2f)‘2cc<^ 

d- ol'C. 


1) EiSfdzI. man in li’orjnol (2) von S. XVJ /“(«) diuoh «’*, a diirck 0, h dmclt I, n diiii;]i .r, 
oforl sin den Ausdruck dor Suinmo (J5) durch dio Kunklion (13)- 

2) Ars coiiiednndi, B(iho 117J3, p. 97, 98. Uusolbst auch Komol (13) allgemoiii mid nocb 

idors fill- n = 1, 2, 3, . . 10. 

3) MisccUanea analylica, London 1730, Gom 2 >lc}ncntum S. 10. 


^rtuibteii Kfclincrs von der rechts stehenden divergeuten iieihe so viclo uliedor 
giTiide fiir einen gnteii Naheruugswert ndtig siud; er crwlllmt aiisdrdcklicli ( 
I'alle .'.' = 1), daft die Reihe niclit kouvergeut ist. (Dcfiiiiert hatte Eulek j 
-selioii ill der Abluiiullmig 20, iiber die S. XLV berichtet werdcn wird.) Es 
liandliing 47 noeh die vorhin envahnte ddtte Bereclmiing der Roiho 

Sa - W -gi- -f 32 + ^,2 + • • •, 


von der 10 Glieder addierfc werden und der Rest mittels der Suinmeiiformol iibj 
Das Ei-gebiiis vdrd aiif 20 Stellen genau angegebeii, d. h. viel genauor, 
gc-bene Rechmmg es liefern komite. Damns darf man Bchlieften, daft die t’Jbi 

ff’ ' 

init y Euler anfgefallen war, ala er die Abliandliing 47 abfnfttc.^) Bokani 
erst in der Abliandliing 41, die TVg Wocbeu spiiter als 47 der Petersburger 1 
gelegt Worden Dt. Gegen SchluB der Abhandhing 47 werden uoch die Zalileiivvi! 

iicilien »"f 16 Stellen (die die bis auf die 11 J 

rielitig sind) raitgeteilt. 

Die soeben gcnannte Abhamdlung 41 

De sunwiis seriemin Yeci^Yocavum 

(Oma omua In, p, 73-86) wd fUr die Geecbichte der Mathomdik .nerlrw 
als die, m der Euler den Lehrsate, daft die Reihen 


2" ^ 3„ h 

fur gerades n (> 0) m in einem rationalen Verhiiltnis 

(vgl. S. a 0)) atehen, zum ersten Mala veroffentlieht bat, und vnvni- mit 
---”'”1 “ alien Anfordernngea an Strange (anoh niebt donon dor 

..11“ ™ii.’7;rrT 

fiilscli igf. ’ mitgetoilto Wert in dor 


S. XXVJ) (.‘iitaprach, der abcr Icicht /u ciiicm stiongen aiisgobaut wciflen kounto, was 
ini wesLMitlichen von Kulku scibsfc gL‘j=cheh(;n ist (vgl. S. XXX1I--XXXV1!). Aufler- 
/cighi Kiir.Kii ill (Icr AblmiHlInng Ai, diili die Ucihcii 

1^- ' X ' _ ' 

/■»” 7" 

iiigDiafli’s - I 7,11 .7** ill nitinnulein Verldiltnis 

. _ «2fcH 

>f2k + l ~ + l 

:n, nnd /.war isi. 

I'*' /''2/c gan/.o /iihidii aind: 

■ I, V-;,:.-!, -(il, /'a-lSHi), ... 


iionnf. dio 7 '/', J'kffjaisclio /bullion nml sotzl noch A'l = =- A5 = ••. — (}. Ofo £uI/1:h- 

i Ziililcn kann mini aiiR iloii Kckursionsformoln 


(A -I- O'* -!-(A’— 0 "^f> 

Immi, dio sicli Rofort auH dev or/o.ngnndoii Funktioii 

eo 

I X 


{» - 1 , 2 , H. ...') 


^ (2v) 


Hv 


011.^) Din Dniiion 


1 . 1.1 


' t “H -I- -I- • 

311 mig niii den Knilion ,v„ ziiRiunimui, dii oilbnliav 


•''u ■ - fn "I" j,,, ^’h) also (a — 


2" — 1 
2 ” 


Sn . .•{« = 


2 « _ J 


'jR isl also nanli (ileicluing (d) von S. IX 

02 * I 

u bniraeldot. in dev Aiilmndliing 41 (indciii er sicli wegon dor 5 n auf dou snobcii fest- 


1 ) Vgl. I'j 130 , OjiCya omnia Ii-i, insbesondoio p. 428 ; in E 41 korainon mu- dio glcich- 
dio IbiaNOura.iHclion and dio EuLRuselien Znlilon ontlmltondon llokiu-sionsfoimola vor, von 
H, XXV dio Undo iai.. 


1" (— 3)" 5" (— 7)« 

y.M Grunde legt, aus «ler 

(“^) ^2n + i = '5’2 ,i + i, tsn — hn 

iblgt. 

Bei seiuen Uberlegungeu, deren Ziel die Bestiniiming cler rati 


Cin = 

' tt" 


im) 

(also schlieBlieh 

ist, geht er darou aus, da8 man diirch die ICoeffizionteii eiiies Poly 

1 + Cia: + + Cgfl;'' . 

mit den Nullstelleii x, die Potenzsimimf 


(33) 


en 




'l-SCg, iSg^- 

— Cl 62 — Cg t 


in bekaimter Weise ausdrackt*): 

(34) - Cl, S^ = ~ 

Euler mmmt dieses Verfahrea aiich dann in Ansprncli, weiin (32) 
reihe ist, uad schlieBt beispielsweise eo: 

Die Funklion 


(35) 


j _ sma _ j __ X 


sin ft 


1 1 sin ft 3 1 sin ft 6 1 sin « 


hat die Mstellen*) 

( 36 ) 

also ist 




(37) 


1 - 


llsinft *'3!sm« 5 ! sin ft ‘ 




+ 


Jt-\- ft. 


1 - 


Stc + ft 


1 + 


Ann,erllrs. 


2) sohreibt in d»r Abhandh.ng 41 


IKU-I) (;M): 

^ -I- ' !■ . I- ‘ --I- ‘ - 

(( TT - • ft — 7t — ft 'Jjt -\- u — 2jt -|- « 


mn ft 


) S' ' I ’ I ' ' 

«“ (tt-- «)“■* (TrH'ff)” ' (!?7r-|-«)® ^ ( — 27r-rft)* sin“ ft 


1 


i 


ft" (rr- ft)" ' (27t-!- «)=* «)" 


sin" ft 2 sill ft 


I'iiioii spiKeicii Zwock Kclireiboii wir rlin orsto iliosor !''ofjnnIji iinithniiilp, woiu'i 
ft (hireh (sisel/cii {ni, n scicii frnir/.i* Zalilon >0): 

) ' - . ' ' . .]. ■' 1 ... 

-|- M 'J/l — W 2)/ -I- I/I 


VVpnii ft ■= ^ gcsoUl wil'd, wcrdcii dio recliloii Seilon dor (jJloicInnigon (HS) rationalo 
lion; din IJcilu'n (MB) alior fiir dlo .S',. (t> = 1 , i?, 3, . . .) wcrdcn gliuoh 


I die, J'’oinmln (3d) lioi'orji, woini man fiSr St, S^, ... dioso Worlo ''2d^, ... 

?ol.'/;t, UokurHionKformoln tiir dinso. ICoottizioiiloii, d. li. aljai (vgl. (Ml)) g^cinischtu JU’lciir 
iHlorincln iiii' tlic Elil-l'insclieii iind dio liKUNOiiLl.lBidmii Ziililon. Ivorcolinol die 

lion (/„ iur n I, 'd, M, . . ., 7. 

Tiidoin or « ^ j «iti a uiui « = " , sin k -- I /M wiihlli, findol oi- vvoilon^ 

, wio 


. i I X .. 

2 [/y " * M “ h 7 " !) 1 1 


‘jjt 

3]/3 


' . ' . ' -I ' -I- ' 

2 I a 7 K 


I.; or l)omeikt, dull dio orsto dioBcr lioihou Hicb schon boi XicwroN findot.*) 
fiogen Scldufi dcr Al)liandlung bcmiUt or an Slollo Y<»n (37) don Anaiit/ 


sill X Iff, \ 


dio lloilion s^k noclinials iind olmo Berufung mif ihron ZuHaniTnonhuiig init den J»k 
2/f = 12) v.n suniniioren. 

1) Siolto Ii-i, S. 82, Anmovkimg. 

iKONOAnui Kui.Rtii Opom omnia Iio* CommoniAtionos aualytirAo cl 


Die KniiUeknng 


G 

liatto Ei;hr:H vor Diucklogung' der AbhamHong -iJ in tiuem niclit mein 
Damkl Bkrnoulij nnJgeteill, der f?ic uii seiiien Valor JoiiANN IJi 
Dicser {and dnraufliin, genau wie EyLi'j?, inittcls der Rcilie i'iir die 
biTentlichtc sic spaler (oline ErLKR zu neniieii) ini vierten Bimdo sc 
Jri eiiieni Rricfo®) teilto or HcLKU am 2. April 1737 seiuc Heiieitm 
gleiebzcitig Bedenkeii gegen dereii Bewfisldaffc: man li'alte vor allcm ii 
die Euiikiion pin r keiue iinnghiaren Nullslelleu luit. Spatei (uficli dcir 
Imnclliing 41) grid’ DaX( 1 %l BERN’Ol'LLr die BuweisCiihnmg El'LICRS inx 
rlfiii or oilcHiite, es sei grniids«t7.1ij’li jiiclit crlsiiilit, mit Poteir/reihen 

zii rechneii; uuf Eui.KkS Wcisc koiine man ebensogut liowciscn, dull ^ 
sei, soiidoin glcicli weiiii i*? der Diiilaiig', n die Liiiigeii dor gre 

Achse irgendeiuer Ellipao siiid.'*) 

Den Einvvilrleii tnig Euler Rcchnung in den Abhnndlungen (id i 
lloihenfolgo aljgefafit, in der umgekclirten aber gcdruckt worden wind. 


1) JoiiAiis Bkhsoui.(.i, Opera onsnid, 1. 4, Lauaaunae ot Genevne l7'l 

2) Vgl. dio schon S. X\']T orwalmto Ablmndlung P. SrAOKiit.s ni Pai 

3) Corrcspomlance watb. el 2)kys. D, p. 477; vgl. aucli dio in dor vo 
nanato AbhandUing STAOKKr.s lu, S. 1C9. 

4) Fiillt niinilich dio gro0o Acbso dor Ellipse iu dio X-, dio kloiiio in 

ihro Bogonlaiigc, vom Pnnkl * = ~ ^ 211 oinom willklhlichi 

so fiadct roan aacb einfachor Uecknwng (boi passendov Wald ilos Voi7,oichonf 
roiho von s- 


Dunn kann man nack Kuler so woUerscfiliobon: Din Funktion y'.s hat d 


M isf. also 




vS 

2 


(v = 






6n* 


and dahev 


giiho von giLMZ vorscliicdcHCu Soiteii an uiid haben fiiRt niclits niiteiiiimder fieinciii. V( 
du’seu beidon eiitfilandcMi, abor nach ihncii verbfFeiitlicht ist din ebon fill Is bierber fjelnirl}. 
Ablmndluiif,'- 130. I'jIic. wir iiber dirso drei Abliandlungftji, dorcii jcilo in ilinn- Art Ijcnlenkn: 
int, barirlitini (uiid '/war in dar lUnhenfolge 130, 61, 63), wir lent/ ant' don Inlia 

dor iluit ‘11 voraiisgehcntlon Abbandliuig nn ein, flowie auf deii oinigci .spiiloror Abliandhinof 
(617, (l‘}2, 7‘I6), die oboiiKo wio f)!) vnrzngswclfse dor iSnminoiifoniiol nnd niebt don lleilit 
•''au gowirlmot Bind. 

Dio boidon .Abluindhingan .V) 


11(1(1 6/7 


J\/rlh(Hh(s scries suinmiindi ttllcrius proinola 
Di: siiDUualionr Hurimtni, hi qiiibns ferminonm sii/na aUcniuii/ur 


(Opmi oiiniitt 111, [I. lll-l — 137 nnd Im, p. 47 — 76), die in c.iuoin Abstand von fast. 40 .lalirc 
am 17. 8('|)l,(*mbf!r 1736 nnd arn 22. Knbrnar 1776 dor Pot.orsbnrger Akadoinio voigolep 
wordon Kind, dolmen die SnininenFonnol auf endliclie and iiiiendlicbo iloihcu init abweobsob 
don Vor/.oiclnni 


/■(«) - /'(« -i- h) -i- /*(« -i- 2/0 -A'« 'i- ^t/0 H- A" -1- 4/() 

ann; vgl. dio MorloiLnng S. X; EtiLKit gibt sio in dor im fdnften AbsclinitL diesoB Ib;ricbl 
zu bi-spiTidioiulen Aldiaiidinng 352, wiilirond or in 55 nnd G17 geiiau wie bei dor ersle 
8imnnonronnol don 'J’AVi.OKsotien Lohrsatz benutzt. 

Aulksrdoni gibl. or in 55 nnd (517 nocb oino Sinuinonfornicl odor vielnielir eiiio Un 
ibnmnig lur INiloiizreilion 

m /'(O) -I- 

Mr niil.wiekoif. jodon Knoflizionl.oii f(v) nach Potoiizoii von v: 




1/3 


nnd orbillt (43) in dor Konn 
(43a) 

/*(6) , r(a)i r(o)(s* + £) , 

''(j-o* 


Oicfio [Jmi’oi'inung vnn (43) ist richtig, wenn f(i>) eiuo gauze rationale odor cine noch g( 
wifison ]!)ins(!bilinknngc‘n genligcndo gauze Imnszendentc Funktion isl; ck orgibt sich dan: 
anf dor reebten Soito von (43a) oino gauze Funktion von Eui-kh fUgb auf dor rcclitii 

Scitc von (4Ba) nocli ilbcrnilBfiigcr Weiso + Const liinzu. 

Die .Sniiiinouforinel, dio EuT/KK fiir (42) gowiimt, stirimit untor Woglassuug lies llestgliede 

init (2 a) S. X ilberoin. Fllr dio auftrotondon mit den JlEHN'OULLTscben Zahlen verwaiidtoi 

d* 


-oo bc'/iebt, und laRt ilas \\TggdKH.:t-uo, lu miu, nu-lit .iuIkm 
Kousliuite zusammen, die mnnctmuil ohne reelitfi Bcsiihulmiff ffloidi Xnll .ingni. 

So liiulet or z. B.’) in dcr vorhiii t-rwiiluittMi, im iiinifioii iiiuir orH b| 
^l.K'clienrlen Ablmiulftnitr 35:? im Kalle /‘(a h vh) =■■ (« [- vli)”^ 


.r"*- (k ^ /O’""- (''^ ’*^ 0 ’'* ; ••• 


-• - ■«;! 


nt 


mill liaraii'; fiir <i 0, k -- I 


Qw .j. -|- - 1 “* --•••-■- - 


/Ann I (:!"* " •') 


vt -I- 1 


in Uljereiristiniimiijg niit (10) S. .XIII trotz der Fragwilrdigltcil. dor rursti'luuulf 
Dio Ahliaudluiig 042 voni 18. Miirz 1770 

Dc sing'dnri mtione lUffcrcnliandi cl hikgrandi, qacu: in .•uniim/fi firrirrnnt 

{0}h:rn omniii Ti6, j>. 122 — 138) onllialt nichts gi'iiii(lKiit'/licii Nimos. Kh wird gov 
sclion iiiii S. XXI dicser Obcrsieht cnvIilmtHn Dolyiinmo (n | I)'*'" Onidos 
Dloichuiig 


dfpn*l(x) 


geniigen. (Jakoh Bkrnoi'Lij, dou Eulku nudi liier iiiolil orwiilml, !mt ilioKti I Hr 
ftiisdriiclilicli aufgestellh) Duim wird noch Ibniml gozoigl, wiu iiuh dor Siunii 
die Fiinklion f{x) die Snnimeiifonncln fur die Funktioiion f'(x) imd f f{x)d(f. 
Die Abhnndhiug 740 cndlicli vom 13. Miirz 1780 

Mcthodna succhicla smnmas serierum infinitarum per formulas di/J'crcnlialrs h 

{Opera omnia Its*, p. 200 — 213) gibt einon Uborbliclt fiber Kui,khs fidlhorfi l')r 
sicbtlicb seiiier Suinnienformel in ihroni Zusiiminenhaiig mil don BI';i{N()iilli 
mid don Reibenfiummen 

Nmmiehr bespvecUeu wiv die schon S. XXVI/XXVIl hervorgolinhonmi V 
130, Cl, (j3, die zu Sf.'LEKS wichtigeton Ubor die IboiUeu gchovon. 


0 K 352, § 7; Opera omnia Its, p. 76. 


{Opvra omnia 1m, |». -lOT — 102) ln'ldot einu I’ortsetzinig' uiul ICi'giiii/\iiig' iler bcspi ficliein; 
AblituuUmi^- 4t, d'ii- ^rj^-ouilbov sie '/.war uicbt hiuBichtUcli dcr Strcugo, wolil aljcv in\ I’o 
mall'll iiml in dor DaiHlalliiiig ehieii e'rlicljlicliun Kortscliritt bedaiitei. 

Mui.I''.k gclil wiadm- uiik von dor iillgoinciiicii fileiohinig (vgl. (;12)) 

00 

(■Idj 1 I f'la; -I CaT" !■ /‘7 (l'“ 

and von dmii licaojulini'ii l''allo (H7} init den dorL ilurmis ge/ogeiieii I'’olgC‘niiigeii, licnmrl 
idler duini fnlgoiulc's: Wcnii die Kiiuklion (d4) init /'(.a:) bo'/eiclniet mid /'(•'')= /^('O 
I’oti'iiy.reilie onbwiclu'lt wird; 




KO IhI 

(-IC) 





X 

yi ' 

4' 


[n - 0, 1, 2, :5. 


Wii'ili'V Nvivd wio in I'i 1 1 die Anwendnng nnf /’(a) -- I — sin a: i sin n odcr, da ps bev dv 
logiiritlmdHidu'n ])iiri'rf!iiliiiLi(ni anf einon koiist-nnten Faktiir niclil unkomnib ni 
f{x) ^ ■ Kin X — Hill a 

(41, 

' ' f\x) SUl X — SlU R 


gijiniudil. JJio NnllHlcIlL'n dew Nonncrs sind bckanul, vgl. (bdj. Kill- a-- 0, .r,. 0, ~ : 

:l; 2:;r, ... orgibli sicli ibni so ans (47) die Fartialbnicliroiho dcr Funktion coi.'C^), f'ilr x — 
diigi'goii dill I’lirlialliriKdirailie (148) filr Idr « — ^ orliiiU ljUl.icu 


(48) 


f'{x) — I'OK :r 

f[x) 1 — sin :c 




, 4 i- + ;{ 

x-\- • rc 



1) DiuiiiL lioiintw.jidot sicli die voii 1*. Stagkki. in dor S. XVll niigominlrni Abliamlliui 
(Opcm omnia Iii, B. 172) luifgoworfono I’rage, wo sick diesor nnr loganllmdsclior DilTcieiitiatie 
hmuiu'jidi) liinvi'is '/imrst gcilnicki tbide. Hrioflich baitn iliii Nikot.mis nKimoLi.i.i am JB.Juli Hd 
an I'luMiR inilgotoilt {Con esiiomhinee math, el pht/s. piihlidc 2 ^}- P. Jl. A’y.-;.--, Bt. rotoiabonvg 18-1: 
i. ir, p. ( 188 ); dio Abbandhnig 130 , die dmi obigon von dom N. lii-.iiNOui.u.s mir iinbcdmiter 
nbwcicboml.m Kiir.nit.sclion llowois onUiiilt, war damnls .schoii goselinDl.iii, abcr nocli iiiclit godruok 


v.oinit (lie Foniieln (40) von S. XXV witilergess onm.‘ii siiul, sobald die 
kniint siiid. Fiir diese iiber ergebon siclf die linenrcn, sehon niis E 4 
aioufiforiiielii (vgl. (34)) aus der Identiliit 


,"2’: ' li gV'' 




u'lilneud die [Jifleifeiitialgleicliung 

(is _ J 
ila' ‘2 



dci- die Fiiuktion s— 4 ) Uckuisiouaroniielti liet'eil, wc 

'/.weiteii Grade entbalteii. 

Diircli Umfonnung nml Verallgenieineriing der gel'undenen Paitia 
os lili r.r.ii leicldj die achi Reilien (^OjJtra onniia Jn, S. 424) 


(nO) 




- 


«d 



1 


<0 



(lurch tngoiKjnietrischo wild ExiMmcntialfunkiioiuiii zu sumiuioren. 

Naclidein er boiapielawcisc !‘Ur die ersto dioser Eoilien die »Suniino 

2 2 a? tg TT a: 

gefunden Val, gcwinnl ct die (init ( — 1 ) mnUipUzierte) drillc, iadoin (!r 

_i 

2 .>- 2a:(c2^=^~ ]) ' 

iJies ist (lie friibcsfo Stcllc, weiin man den Tag dev Mitioilung in dcr . 
den tics Dvucks als entscheidend nnsiclit-; "wo dnrtli Vonnitfclnng* dos 
sanmienhuiig zwiselicn der Expouentialfunktion niid den (rigononictriscl 
vgl. S. XXXV dieses IJcricbts. 

CbersichtlicU und verhaUnismaliig vollsttiiulig werden die Poten 
HicuNOUl/Lisclien und die EuLKRsehoii Zalilon enthalton, im Ziifiammcnlu 


bnu'lireihf'H fiir lUc niiinlichen Fimktionen nucli in tW Iniroductio /nsamnioiigustellt {()}>(•) 
um»ia Ik), die 1748, hIko /winchen tier Mitloilung (17.-59) inid dcr Dnicklognng (1750) vc 
lliO crscliuMifU ist 

lui ilbrigt.Mi ontliiill ilioxt; Abluuulluiig iiuliei* sclioii fbiricbiotiin luicli niancbi 

Ib'inorkonHweilc: /. Ik ei/engfinde Funkiion nnd !{ekur.siousforiticln iilv (li(! sclu 

/allien obiic Vorbindiitig mil don BKUNOULl.lHchen.*) Fertn*!- erkciiid FuLKU, dalJ die Kooi' 
/ieuten, tlic liei Koiner Suinmenfbrinol aiif’trelfii, die nrnnlicbeii Kind wic die, die bei d 
neieclinuiig dor R( ibcnsninmcn , 921 - sich ergebcii, ohne freilicb zu bemcrkcii, dall die: 
KocClizioutou scUoii bei Jakou Ui'.UNOui.u vorkommen; sodanii gibi or filr diet?o Hr.RNOm-l 
aolien Znblon die er/eiigende Funkiion 


till, die Kioli nnr ini Wn /oielien von r von dor jot'/.l gewiilmlicli vei wendeten l‘'iinkli(iu mile 
KC'beiilet, nnd ims dor nieli dio liiiouren Rokm-j?ionsfonnuln flir die lb-:i{NOUI,Liacbcti Ziibk 
{^vp;l. ( 1 ( 1 ), S. Wl) bosnudofs einfucb ergeben. Auk der DiHereulialgloicliuiig, dor ,s- genilgt, 

ils 


( 52 ) 


tie 


~-S ->T -I- «■' -- (( 


giiwinnl or HekiirsioiiBloniioln, dio von clor '/.weilon Ordnung in dcii HionNoi ni.iHclu 
Ziililon Kind. 

Naobdeiii I'li i.Kii dor gTidk- Krlblg bei dor Summation der Uoiboii 


•'*‘ 2 * • ■ ^ 


beseliiedeii war, nuiDteii ilin auob die Reiboii 


Vr ^ 

''‘2k 11' 


reizon. ICr bereubiiele in dor Abhnndliuig 130 doren VVerte bia k= 5 znnuelisl /.alilonniiilJ 
nnd bildeto die VorbiilUuHzaliton dor Uoibeusummen /.u 71 ^* woliol .sicli koine fils ralion 
erkennbiuo Worlu ergaben. Daiin verBuebto ElJLKR den Koilien K’l.fciii insbosonderu d 
iieilio .S'., odor vielnicbr (was auf dasKolbo hiiuiUBlanl’l) ^ler Uoilie 


1 I I I 

03 y3 “ .|3 ~r -a 


durob Uinlbrmung lici/.nkonnnon. Wenn or die Verrolguiig diosoK Zieli's uuo.b seliliolHi' 


L) Vgl. dio Auniorkiiag iiul' S. XXJll. 


aiit'giib (aach liciu spiitcrer Miithemjitiker Iml cs cneicht Iroti viclcr guniaclitdr i} 
80 iBt ill 1 'j1,’L1:hs vcrgebliclieu Versuclien docli so vicl von einem liohen Torse 
Imlteii, (hill die ilieKCii Versiichen gewulmoten let'/teii Seiton dor Aldmndlitng 
S. 4-10—402) ftueli boute iiocli Icsbar bleibcii. Es (indcii sicb dort ii. a. aucl 
noth uiivollkonimenoii Ansiitze fiir die Pimktinjialgleicbiuig d(?r PiKMANNsrlieii ! 
die danii Bjiiitei in den noch an eiwalineiiden Abhnndlungoii 352 iind 132 ‘) 
weiter gcdnlirt wiirdeii; so gibt EuLKit •/. B. Formelii ivio dii’se 


1-2 4-3 -4 -f 

l- 23 -f :j=*- 4='4 •" -■= 

1 - 2^ -i- 3® - 4M- • • • -- 
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3 _ — 2 - 31 
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Audi spiiLcr lud. liuMcil mit Aut'waiid von viol i\Iillie uiul 8clifirtHimi vei 
Biidit, die Zrtldeiiworte der Ueilien Sgt + i Irliiien, iusbesoiulcro in den Boolie 
Abhamlhmgcn 352 imd 432, dio wobl dicaem Versuch ilna; Tntstehinig verdanl 
Dell Einwaiiden, dio gegeu clio Ablimidlnng 41 erliobeii worden warcii ni 
gegcii die soL'beji bosprodicuo Abhniidlmig 130 in Kraft bJoiben, bcgegnplo 
Erfolg in dcr Abliandliing (>1 

Dc siimmis senernyn rectprocaritw ex potc^luiibna mnucrontin wiluralium orhino 
altern, in qva caedem sunmaiioncs cx fontc muxinic iliverso dcrivmUm 

(^Opem omnia fii, p. (38 — 155), dio er ziigleiob mil seclis andorcii Arbeit, eii (!'l 
1)2, 83, 284) am 0. Sc]itember 1742 dcr Berliner Akadeiiiic vorlcgte.*) 

Bci der Iiibiiltsang'abe diescr Ablmndlung OJ inilRSon wir, um den Zusanni 
lieweise lieizustelleii, undi Ruf dcii Inhait der socbeii gcnanuLcn Abbandluugen 
eingeben, sowie auf dcii der frQbcr ontstandeiion, aber erst Bjiuter, 1748, dei- ! 
Akadeniie vorgelogben und 1750 gcdniclctcn AbbaiidluDg IG2. Dicse drei A1 
59, 00, 1(52 

1) Opera auvim Jis, p. 70 und 131. 

2) Ei.’i.ca, dcr ira Juiii 1727 oiiioii Jfonat vor VoHoiuhing soiiics 20. Loboji: 
llnCland gckommon war, ivav nach lljaLrigom AufiJiithaU im Juiii 1741 nacb I 
bioeboa, von wo or naob 26 Jabren (itii Juni 17GG) wiodor nacli Potorsburg zurdek 
leble ev nock bis zuni 7. Septombor 1783. 


'.IhrorfnuUa circa vi dnctionnH formiihtrmu inlegraihim ad qnadralnntm eircnli. 

Dc invcniionc intcgruUnm, si post hitcgnifioaciH variabili (pianiitati 
(Ictenninatus valor trihuainr, 

j\Ldhodiis hitcgrandi formulas di/fcrcnlialcs rationales nnkniu variuhilem inrulvcnlcs 


nofl'nfii den Rami h? (p. 1- -34, 3:") — 09, 70 — 148). 

Die Ablinndlnng oO kiuipll an 41 mid 130 im: ErLiiH crkcnnl., dull iiniii die lecd 
Soiiu der Eonncl (39) von S. XXV aueh erliiili) wenn man 


(o3j 


X 


1 _|. 

1 -h a" 


niicli Poteii'/en von x ent\vi(:kolt und die ontKlniidoiio Ucilie gliedweisi! /wiselion don (.lienz 
.<•' 0 nnii , 1 ' — I integi'Iort: 


(f.-lj 


/ I -l-'o:” 


0 


m -\ 

■ - (lx — 


TT 

n 


1 

. ni IT 

Sill 

11 


Dicser (ileieliung skdlt er in J'J 39 noc-li eine zweilo ulmliclie an die .Seito : 


( 3 ;,) 


/'.j-M — 1 _j. j.tl— « — 

J J — :f’‘ 


I 


0 


d.r 


It 

II 


, m n 
Col 

It 


tlie cr niit den nuinlielu'n Ubei legiingon wio (34) ubleilefc: er geht (vgl. S. XXIV (.33), (31 
von der Gloiclinng 


cos X — cot « sin x --- 1 • - 


(30) 


col ff x“ cot « a* a/’ cut u 

i: '2\ 'S! ’ J! ~ ;>! 


"" )(i- )(l 

\ (f / \ « -r n'/ \ « — nJ \ « -I- 2%/ \ 



(Ills und gewimii diireh Vergleiirhung dor Koc('li/.ioiiluii von x mil' beiden Soiteu diu J’ailii 
brucbvoilie^) 


(57) 


eoi u 


'! -i- ^ 

(V -j- rc « — It u -\- 2 It 


i) Oomiu so veiflllu'L aueh Kunnii in dor lnlroduciu}\ iiii Onindn isl diosor Uowois v« 
dom nuf logaril.limiselior Din’orontiaUoii dor Sinusfunktion bcrnlioiidoji Jiicht allzusolir verscliiedi! 
doim dor tlliorgnng von (C()) zu (o7) gosclnolit dinch 


. ,\ ^ 1 - sin (a — .-c)— sin « 

Iim (cos X — cot f< sm a; — J ) — • lini - : 

*->o *.».o 

Tii:oniiaiii)i I'Iumiki Opum omnia Iio* Coiiimoniuliones aiialyUcau 


1 d sill a 
siiu; du 


0 


♦lie fill' « ~ 


M It 

n 


ill foigeiulc Ubergf;M: 


(o8) 


71 111 n 111 :i 1 

cot = - H . - - .j . .. 

n -n m m-j-ti »t — w ni — :i)} 


lliciAus folgt (55) -wie (54) aiis (39), 

Dell liier iiiiigetoitten Ansatz (50) fiir die (ikicliuug (^57) liutto Eulhu suhoi 
Ablmiidluug 1^0 geiiiaclit, dort aber nirhl writer verfoigt, rla or dorb das auf 
jnisclie Differentiation dcr Siausfunktion liiiinuslaufeiulu Verfulucn bevnizugbo. 

Dio gewoimenen Korniehi (54), (55) niufiteii JOui.ivU znm VciBiicb oiiicr /we, 
leitiDig mittels iinbcsliminter Integration uiid Eiusetzoii dcr Oion'/on reizen; dazu 
er die Xidlstellon dor Kiinktioneji .i"— I. liior setzt AbhandJinig lOi? ohi, in dw ( 
nomo d: (und nllgeineinero) in iliro raktoreii nnd dio mtionalen Funkbioiien 

..HI — 1 }B-l 

( 50 ) - 

I ±x^ 

ill Fnilialbriiclio zerlcgt werdeu, wornuf unbcstiinnit integrieit wird. Dio Worte 
fitimrnten Tntegrnlo mit den Grenzen 0 wnd 1, d. Ii. dio Forniohi (54), (55), werdon 
E GO ftugegeben. 

In dcr uti8 bcscbiiftigeiuleii Abliandlmig G1 des Dandi's In bcmifzt Ei.'lkk die, 
der Niillstellcii dos Polyjionis um die Finiktioii 


(GO) 




(deren Cliiid w lih- ungcnules ti glcieli ?* — I, fiir gerade.s n gloicli « — ^ isb), uls 
reeller I’nktoron zwoitoii Grades darzuslollGit; 

m 


( 61 ) 


J.i , 2i-7T ’ 


I — cos 


iiiid criialt datin duicli den Greiizuborgaiig h — >- co 

Bei Gelogenhoit dicser Ableiluiig des Siu«s-?roduktcs‘), die olinc Sehwierig-Ia 
streng geniaclit werden kanii, Imt Eui.Kit ziim ersteii Male die beriilimten naeli 

1) Im uouiiton ICnpito! der Introduciio (I«, p. 153) werdon auf dio uiimliche Art 
iinoDdliclion Produkto fiir — 1, c* — c”*, eos ar ir. a. horgoloitot. 


niinuteu Fonnelii 
0)2) 


Hill .1 


fjti — c 

.y, , C08.r=- 

vuiiiireiiUiclit; /iivor Imlto ur an Gni{. GoiiDiucii in /.wui liricfcii voiii !). Dc'zoinljer 17' 
und vom 8. Mai 17-12 in i^twas iimlerer Form glcielibeclcutoiuU' Korniulii milgofcilf.^) 

Nachdem EuLKK in E 01 auf die angegebono Weise die llerlnitnng des feinusjnniUikt 
niid dainit die der Roilionworte in Ordmiiig gobroclit Inittu, fiigte or dcii in (Icr Ubi 
Kclirii't diescr Abliaiullung aiigo/.eigl.Eni '/weitoii Hewois lltr don ZuBamniciiliaiig dieser Roilio 
werto mil an.") Er gelit dabei von ilcn filiMcliungi’n (n-l), (nb) mis iiiul Hct/t voriii 
dnfi aio aut' dem Wego iibov das wnbcsl-immle Integral gewoinicu wnvdou. Zanilelist bciuov 
or, dab aus Slotigkeitsgriindon nua ibnen dio fib* jodes s (iiicbt imr Kir .s‘ — "y win ■/ 
niichst go/oigt wordoii \var) riebtigen Gleicliuiigon folgeii: 


(08) 


TT _ J 1 ^ ^ ^ ‘ 

.sin 7r6' ' .s I ~ .V ’ " I -I- s 2 — s* ’ ' 2 H 3 — >• 3 -|- -s’ 


I 1 


1 


I 


J 


1 


(04) a:eol.T.s'^^ — [• i "" b '' ^ o . •> . ' -i _i . 

^ .s I — s 1 -j- .s‘ 2 s 2 -j- s 3 • - s .) 4- .s 


Dnrcli I'oiigcset.'/.to DiHerentiation ElioBor Olcicliinigoii and Einset/t n <le.4 Werl 
.■>=-= lindot Eulku dio HiliiiUiclicu AVerte .s‘ajt, j (vgl. S. \XV (;18)). So licrort z. H. i 
diirch Diirorenliafion aus (04) entstohoiHlo Olcicliung 


(05) 


— 7r 


_ 111 

siu'^TCS ~'~W '■(i-.s>''"CJ 


Kir .s- =: (lie Uoiluinsunnuo 

'Z 


' -1- ' + ' + ' 
l 2 I jjaT 52^^72 


Nocli viole andero Uoilion warden duroli Kinsol'/oii bosoiidoror Worto Kli ,s- HninmiEnd, •/. 


(GO) 



1 

8» 


'o' 

.-.a ' 'ra 


I 


3 ] 

i’i2 i:R 


dioBO Rcilie erliillt man, woiiu man (03) difttn'cn/jarfc und dami s — ^ oinscl/t. 


j) Vgl. die Aiiinorkungoii zn In, S. 142 nud Is, S. 147, wio aiioli S. X.\’X dm* vorliugiMid 
‘Oborsiclit. 

2) Bor x.woito Bowois slimnit, alleiilirig.^ auf soinom lotztc'ii Stdclc niit dciri or.sfcn ubcrc 
da l)cido dio Partiallirucliroibon filr dio trigonomvtrisubon Ibiukiionon vorwendoii. Abor dio gi 
ntnio Abloituiig dioaor ravtialbrucliroihen rechlforligt os, von oinin- •/.woiton HoiUntung dm- lU-il 
S 2 k z-o sproc.lion. 


o 


Di'jnonsli-ation de ui sowmv Uc vvlte sniie 


1 -}- 


l 

4 




1 

3G 


etc. 


{Optra omnia iu, i>. 17T-18(i). Sie ist im Jahre 1743, al«o friiluu' ills (ii .Msdiic 
/.war iu (lem von Eur.Klt sonst iiie zu Yc-roffeiitlicUniigen IjcnnUtt'U Mmnud (ilcran 
uuiejiii:, tie Suisse ct du XonV), ihhI vixmh, ii.ulKleiii gie Jaii^e verscliolleii wui, c 
von I’-ru/- SrACKiin wit^der niis Liclit gczujjeu; v|fl. dosgeii in Im, S. ir)(i- I7(! w 
gfdnioklen Einl’iihningsflursat'/. Sic ciitlialt fiir den Sumnu’invcrt der in dor 1) 
freiiftiiiik’ii lleihc /wei ueoe Ableilungeii (also die diilte uiul vicric luiBevev Aui 

docli gliickte es uicht, das bemilzlc Snmmiernngiverl'ahiTU auV die Iteilieii 

?:>1 nnszudehncn. EuLKR ist auf die Beweise dicser Avbcit simier nicniula nudn 
gekonuneii, M-akrciul cr seine amlereo Reweise fur die Gleichungcn s^n — 
nialiger VViedorholiiiig vcrofteutlidite. In dcr Aljliandluiig <13 gidit lOri/Kll aiis you d(’r < 




il X 


Kr set'/t .r — I und inlcgriert rechts gliedweise, so lindel. er seiiicii diiUen lin\v(! 
Uieichnng 

1 1 J 

b “'+3“+ii+ 7'+"' 


Der lUmn folgeiule vierte Beweis isl dein driUen iiSnilicii; EuGl’.u leiiei, mil. d« 
(ler iiukestimniten Koeffizicnteii die Heilic^) 


m 


1 > . ,, 2 X* y . 4 .»;« y ■ I • li ^ 


ills Losnng der Differeniialglcichimg 

i09) 




dhj 

da* 


tlx 


1) Die Abhaudlung G3 and die in don jT/i/wioirc5 dc I'acaMmic des soknecs dv. 
schieneno Abhjmdluug 352 (lie, p. 70) Bind die cinzigon dor Bando .Tii-io*, die in fn 
Spracbe abgitfnBt sind; alio andcron sind latoiniscli goscliriobou. Dieso boidoii sind anch 
mil dor Abliaadhing Gl, dio in don Miscellanea Berollncnsia oisdiioiion ist, dio eiii 
niclit in Potovsburg gedvuckt woi-dou sind. 

2) Dior dio Entdeckimgsgcschichto diesor Koilio siolio In, S. IGo. 


al). Alls (1)8) folg-f. (Imiii 


(70) 


(arcsiii r)^ 



\ dx 

3 4 :i.r, (i 


ninl iiiicli f>li(:il\v{‘iK('v liilo/iialion fiir .r — • 1 : 


•I K ' y Vy'** 4* ■' G- 8“ ’ */ ’ 


ir 

(i 




+ 


1 

3 0 


H-... 


Hrii Si-.lihilt ilia Milmiidlunjj (i3 biklot oitu* ZuHUinmi'nslollinig- dor Hoiliensumni' 
)>is u'n))m in di-ii l'’nklormi die Hr:iiN'OULLlscheji Zalilon eigo 

iilig(‘s|mlli‘ii wci'diai, <dim’. diiO ilicso liozciidiiiimg iind oiii Tlinwi'is aiif Jakom Br.ifXOiJi. 
vorkiimoti. 


Ms liogl, imlir /II Inigon, oh os aiiBor don erwiilmtoii EuLKHsolieii Binveiscji I'iir d 
(iloicluiiig .Vj --- imd I'ur dio allgcmoincro Snmnmtioii dor lirihoii s^k uticli (indeie gil 
))a isl. ziniiicliKl. /ii ln'incrkoti, daO nuiii ilio !toilu*iiw'orlo Ag*; solir hdclit gowiiiiit, wciiii nu 
ilio lO'.KNOirij.isi'lioii Pnivnomo (audio 8. XXI (13)) im Iiilorvall (0,1) diircli trigoiioinetriscl 
diuHlc'Ill.. Audi dicKci Ansut/ gchl in sciucm cinfacliHlon Fallo aid' Euler zuriicl 
siolin dio A liliaiidiiing iKif), la', inKliosniidoro S. *140.^ VVcgon dcr TOinzollieitoii dieser Ahk 
(ling diT Koiln'iiworU s.,,. darC aiif dio LolirkUchor, z. 11. aiif K. Knoim’, Thcorie nnd A'. 
iVDiifiniff ifcr iinnidlicfmi litihcn, (joipzig S. 302 vorwioscn worden. lin gloiclicii lliicl 
S. 2rd) liinli-i nnin noc.ii oinon wrilornii llowcis (don .seclistou nnsorcr Ziililimg) fiir d 

('loicluing .s.j - . Oiii lloilin winl ndllcls dev „MARK01''I''scheii Traiisforniatiim^ i 


ru 

ill dio itoilio vorwiiiidoHj das isl aber dns HoclisiUclie dosseii, was sick ergil: 

w(’iiii man in dor koitio. (OH) riir (arosin .r)® rUv x den Werl oinsot/l, wodiuch nn 



Almlicli wio dio S. XXVIl geimnnton Ablmndlungen 55, G17, 042, 740, dio. sicli liaii}i 
slio.lilich mil dor Sumnumt’ormol be.schiin.jg<m, bedouten die in dio.scr ersten Grujipe nock v 


J) VVoim Eur.iai iim Soldnli dor Aliliaiidlimg 63 sagt, ur lialio boroits zwoi vorschiodoi 
Mnlhodoii /.iir Horotdtming diosor l''alctoion gogobon, so moiiit er zwoifcllos dio beidun Rokursioii 
ronnolii, von donon 8. XXXI dio Uodo war; dio Btaokki.scIio Annidmio Im, p. 308, Anmorkim 
dllrflo iiidit •/utroll'oii. 

2) Vgl. aucli S. IjiV diosos IJorichts. 


In (Ut ;im 18. August 1708 tier I'clcrsburgoi Aluidoiine vorgclcgton M.lui 

Do siniimis seriermn uwHCrvs Ih.nxot'i.i.iASos iin'ohcnlnim 

iOi»rn nmuin 1.5, p. 91— 130) wird uoclimiilfi ilvr Zufiammenhung zwisi-hcn dcr 1 

Snmmeiifnrmel uiul tier Siiiimmtioii tier Reiheii licie’cstrllt duich 

1 

tier HKltNOLLLlKclieit Zahloii, dia bis ^3, fliigL-geben werdon (Iig, p. 98 )^); liioi 
ciidlicli in Titel nnd Text uiif J,\KOit Bkbnoulu liingcwirsen. Sonst ciiUmll t 
limg ineist Wietierboluiigen. So werden ■/.. Jl. nusgohond von dor I'oniicl-) 

1 

(71) J J;, 


fiir die Reihensminneii .s’a, S 3 , . 
(72) 


. Integraldnrslrlhmgeii angogebcn: 


•^n + i 


ii\ J s 


n 


uud eidBprccbend fiir die Teilsiiimneii 


(73) 


‘8,n.ti — ^ + 


1 

yn 



(-j)" r\~z''' 

(h — i):J \ — z 


(111 „“)”-‘f/.“. 


Kum:r bciiutzt die rechtc 8cite dieser Forniel, urn iiiich fiir nielit gimzz; 
defiiiieren, was iiifibesondere fiir jh — zn einfiichun I'lrgolniisHc.n 

it *• U 

wild die EuLKKsclie Konstaiito nochnmls bercchnel:. 

In der am 2. Okfcober 1775 der Petersburger AUiidemio vorgelegtcn, abo 
Eui.hks Torlo 1785 in den Opuscula amlyliea veroffentlichten Abhnndlung 501 

Be sofichiis polesiatiini rcciprocis mclhodo nova cl fac.illimu surnmnid 
{Opera omnia Its, p. 701 — 722) wiederholfc Euler den Inbalfc frilheror Abliand 


1) Vorbor sebon ImlHutioncs calaiH diffcrcntialis, Pctropoli 77.70, parlis poslr 
02)erii omnia Iio, p. 310. 

2) Euler leitot sto mittels teilweiser Integration ab; uoeh eiiifacltor gowiinil 
FvIiler an andcrev Slolle (E 463, Ii) zoigt, aurcb Eifferontinlion nacb m aiif boid' 


Gloichuug J X 


ia 


von 01. /ni Gogerjsntz '/it floj' in dor Cbpr.wlirift au.s^e.sproclicucu iMoinimg E(;L^;{^S 
c Ablmntllung- f)!)? wcdor stolfUcb imch liinsichtlich den BeweifivcirahroiiH ctwji« 
e lir., B. 7 12 stclumde 'I’ufcl dm- nitioimlon Zalilcii ~ .Sg,, : re’*” his n • 1 7 Etoht 
E und dii' am Scliliiiist' dor AbhaudluiJg 597 initg’oioilto, anf 25 — 28 Stollon 
’afid dcr VVcrtc' war sclion in der Abhnudlung 128 (vgl. ft. I, VII) verdn'eiit' 

Ion. 

ler atii 8. Oktolior 177(i vargiilogteii Ablmndlung OGd 

Krcrcitalio anaJytka 

'inia Ii6, j). 285 — 2 d 0 ) wird gozeigt, dnfj man don VVeg, dor von dor Produkt- 
g dor KoHinufifunkUoii 7,11 don Jtcihonworlon $2n fUbrt, jiucli in iitng(5l(el!rtr'r liioli- 
Icklegon Icanii, ni. a. VV. da (5 man jenos Produkl nbleilon kuiui, iiidem man von 
ndcrwcilig Ijokannl. vorajisgcsot/.lon Roibenworten Sow ausgoht. 


II. JXTERPOI.ATION. DIE GAMMAFUNKTION 
DIE EULERSCHE KONSTANTE 


i)io den ersten dcr vicr Bande, iiljcr dio liier l)ni icliict wird, crullnoiidd 
J),' piof/rcssioiiihii/i Umsccndcnlihns, sen quarian imnini gcnmdc.H algehnikc 

{Opera omnia In, I— 24), die am 23. November 1720 der Petci-Rbiirgor 
gelcfi-t «-(irdej j'eichnet Rich in gleiclier W'eiRC aiis dmch din Bedouliiiig ilirc! 
’.vie diircli den Scbarfhlick, Brfindimgsgidst uiul Keuntnisreiclitum dofi diini; 
\'eiTassers. Es iiandelt Rich damm, cine I’lmkLion der reellon Verftndcrliclin 
die iur positiv giinzzahliges a; - 1, L>, 3, 4, . . . die Wortc des allgemninc 
W.\r,LisscliGii „sm(?s hjpcrgcomdrka'' 

(0 l-!-l-2 + I.2-3-i'l-2-:i-‘l-l- etc. 

ainiimmt, d. h. die dem zuiiiichst nur filr positive gaiizzahligc x doliiii 
niu'h fiir nndere x einen Sinn gibtA) Dieso Fitnktioii Imt I'li 


1) Die iMJigesUHung von K 19 hat mil dor ,d{oilio'‘ (l) nirl.ls -/.u luri; wi 
ill (l) statt dor + Zcichoii Kominaln soIxaii and voii dor ,,Folg(i‘‘ 

1, 1*2, 1.2-3, ... 


spiotlien; aiieh iti pj 189 (In, p. 466) ist boispiol.swoiso von tier Itoilm J -[- 2 
die Rede, wo nacli beutigem Sprachgebraui'h dio Folgo 1 , 2, 3 , 4, . . . g„niuinL i 
Stcllon froilicb becleiitet hoi Kui.eu .ceries lujpcrficomcirka wirldicli dio Roilio 
Polgo (I )) Oder dio Koiho init alternicinnaon Gliodoni 1 — i -p o _ o,i _ j 
K 247, lu, p. 59-4), xviihrend wiedor an nndonm fitollcn dio Folgo (l') 

+ Zniclicn} als „scrtes hgperocomcirica‘^ hezniclmet wild (z. J 3 . R 694, ,, yj- 

llenonnuag progressio statt scries K 47, Ii4, p. lU). ’ ’ ’ 

Eui.ku war sieh selbstverstandlich klar daiilber, daB os sicli boi don droi ; 
unon ,cbo„ ioihen P^luklo „„d Kottonbriich,. On„.d» n„.. von.bicdon 
tboii kolgc l,MdoU, wDUn nm, mch don gclcgontlidio,, Gobinuoli dos W 
I. d.osem b.nno (m„ obon) nod. nidit nls cino allgomoino Hog,,lI»bosti,n,n.mg a 


spiitei'oi Arbeit (Jil A'2l, Opera omnia Ii7, p. IMl) mil [x] be/.t*iclinet‘), uiid an die 
Zoichcii woHen wir uus, wic ck aucli in der (Jbcraicht uber die Ibliulc 17, 18, 19 dor ers 
Scrio gcsfilielicii ist (Opera omnia Itu, p. IjX--rA'V), iin folgemlcji Imiten. 
lOui.iORS Krgo1)iiis ist 




ki=ff 


i» + a; ’ 


os niiu'lit koine Millie /.u zo.igen, dull das He/.iprokc dicsor Fiinktion [.r| iiloul.iaeli ist i 
(lor WHiiliosTKASSHolicn ganzen PunkUon 

Ff.(x-l-\)rr=ry<^ j7l I- 

U'O 

i:l i y = lim -I- ' -1- ‘ .| 1- ’ . , log „) 

J 'Vro ' «J I' 


din Hog. „KnLHUK(5li(3 KoiistanU” ist..®) 

In dor Ablnimilniig 19 gibi, Kcuilt auch dio (fill- a: ^ 0 gilltigc liitogialdEuato3!iing) 

W M -= /(in J )“.(/, 

n 

l.ninsfonniort liiiiilig oiiio in d»>r form pines joiior droi Algoiitlnnoii gogcihono IcoiivorgonLo l''ol 
/'n /a> /a» • • • bi oino dor boidon nndimm Pormon, z. B. oiinm Koth'nbrucli in oino Koibi!. V 
z. B. S. (j di(!S 0 H Horiciils. 

j) In dor Ablinndliiiig JO Icominl. fill* dioun Pinikl-ion ilboiltiuipL koin Zoiclion vnr, os \vi 
niir voin „(crnuiin:f, cuius index est x“ gfisproeben. Sonsl scliroilit Kuoku anoli J • 2 • 3 • • • 
stall |a;| (■/,. H. in dor (jborsidirif't von 11 308; Opera omnin III) odor z/: a; (in I'l Boil and I'l 3G 
oiloi- rp'.x (in I'l 708); fllr oino oLwns allgemcinoro Punklioii selirinb or in K 013 II: x. (la 
iilinlich iai das OAuaHscho Zoiclion U(x) ftlr IjkJ (JliSfjuisHhucs (jcncraks circa sericni hi/tnitc 

a • g 

J -|- J , y x -!-•••! Werke, B'l. 8, p. I ‘ir»), w'iihrond Lkolndkk dio Bczoicliuung r(x H- l) oinflllu 

(Kicrciecs dr. calcul inlnjrn], i. L\ 1814, p. 4) niid W):iKH.sr«,w.s i'V(.r) ftir den joziprokon W( 
von sclivoil)L (Wcrkc. Jld. 1, S. lOl). [a;| ist illirigons nisindinglich boi I'lui.iiu oiu allg 

moinoa i'’iinktionszuicU('ii, dns bald fill* diosc, bald fill* oino undoro Fiinklion gobranclit wir 
•/. 11. bodouiol in K dOT) (Ji6, p. 207) [«J soviol wio (i + a;)”, wiodor oino nudorn llodoutung h 
[»] in I'l 458 (Ti5, p. 183). I'llr oino Vorallgoinoinpruug von [.r] lionulzt auch Knlor das Zoiclion 
H. S. I,XLV. 

2) Naoh N. Nihlshk, Ihindbuch Her U'hcorie dcr Gummufnnldion, Leipzig IDOO, B. 12 Iconn 
diosos Prodnkt zuorst boi 0. Sonr,oMii.cif, Archiv dcr Math, und PJiysik, lid. 4, 1844, B. 171 uj 
boi F. N]}w.mam, Camhridffc and Dublin maih. Journal, Bd. 3, 1848, S. 57 vor. Wogon dor ICo 
.Stanton y sioho dio Anmoi*kung 1 S. XT. 

Li'.o.miarui lOuMvia Opora omnia Iio* Commenlationos analjlicao f , 


die dutch die Substituliou / e"* in die hente gebnuichlicliere, obcnialls juil Kri 
gelieiide (siehe t. lb E 368, omnia Iis) 


(:0 [x]=J\-^c-Ulz 

0 

iibergohi. 

El gcuiutit femur niis dom WALLlsscbcn Produkto fiir .t dcii 


Puiiktiouswt 


(fi) 





iind die sich clanius inittels dor Fnnktionnlgleicluuig 

(7) [;K + 1] = (2;-I'l)[.r] 

crgebfiideu. Eiir rationales driickt er den Fiinldionswoit | duridi eiii !’i 
Betnt'iiiiktiojieii ans; vgl. hier/.ii die dom Baiido Iio vorangestollte Obtusielit libur 
17, 18, 10, itisbesoudere S. LXI. 

Ant Schlusse der Abliandlung 19 gibt Eulkh eitie Auadohniiiig ih'r Duli 
Difl'eventialquotieiiton eiiior Potenz fur iiichb iiotwcndig gatiz/abligofl n: 


(«) 


(1 e” [« — ?2] 


Dnrcii was fiir Ubericgnngen EuLKR zu seincm Produkle dor l'’miklifiii |.-r| g 
ist aus der Abliandlimg 19 iiiclit orsicbtHch. 

Erst iu der 1793, also niehr als 60 Jnhro apiitor, gndnicktoti Aliliiiiullim^ 
10. August 177(i 

Dc generali serkmm hypcrgcomcIncai Hm 

(Opera omnia Im, p. 139—162) finden wir don EuLiiUschen Gedatilrongnng huIii- 
cLiiaudergesetzt: Vermoge der Fuuktionnlgleicliiing dor Funktioii [,i:| ist oitiurHtiiiH 
zahligcs positives i*: 

(9) [x + v] = (a; + 1) (a; + 2) . . . (.r v) | .i;l , 


und falls auch x gauzzahlig ist, 


also 

( 10 ) 


[x-\-v] = (j/ + l)(v -f 2) ... (v + a:)[vj, 


[« t ’*1 

tv 


(i* + !)(»' d- 2) ... (i; 4- .i;) 


imd auch niit beliebigem festem a 


( 11 ) 


lim 

r-y«s 


[g 4- v] 

iv|(v 4- «)* 




Vcrliuigl mini mni von dcr Fnnklioii |.r], die aufziistellcii versacht win), duH sio auI5( 
dor Kiiiiklioiialglidcliuiif*- mid dor Ncbenhedingimg [l] = l fiir bo.licljlges [\m\\l nogiiti 
gaii/7,idiligc.s) a: dor {iloiulumg (10) ndor (11) goniign, so folgt mis (0) imd (11) duroli Divieitni 


[r] = lim 


(o -r «)“ 1 • 2 . . . V 
l)(.r -!- 2) ... (a:H- lO 


Ni'iinl man dou liior roclilH Htolioiidon Ilrnch /’(?/), so kann man nncli, iiidom man nnc 
« ■ i Kot'/,l., Kchioilicu (iniiu niolit namlich loiolit, dull die rcchlo Soito von a nnabliilngi 
is!.; Uoweifi Opnrii ointid Im, H. Id8): 


(i:\) 


a'l-. f(\) 


/X2) fQi) m 


>2» U* •* . Jl* .}* . 0 “*. 

a: 4-1 a; -h 2 4- 3 x -1- 1 


jliniorlior orkoiiiit man uiiscliwor, daH dieses mit (12) uboroiustimmondo uneiicllicli 
I’roduki ITir alio nic.lii gnnzzalili/^ iiegnlivon x Iconvmgiort mid dafi os oiue FunkMoii da; 
slolR, mid zwiir dio oin/Igo, die alien vorlangtou Hedinguiigcii goniigt. Was an der voi 
Hieliendoii Darstolinng' neu'/oiUiclier iel als l»oi Kui.kk, betrifVL midir das jinBoro Gewand al 
das Woson. 


J) I'lm.mi lial. datnif. ilojv graitdlegondon Sntz aus dor 'I’licorio dor Gammafimktion vorwof 
j^onomnimi, don K. Wmmis'i'UAHH 18515 iin 51. Uniido des Jnunials fill' die rcino iind angcwandi 
Malhemalik olino KoniitniH voa Knr.r.its Vorgiingor.solmft voriid'ontliclit lial (siolio Muih. M'^crke vo 
Kant. lIV/AA'.svv/.i.v.v, Ud. J, Iktrlia 1894 , S. 193 ). An oinor .sjiJiloron Stollo (We, dec, lid. 1 ?, S. 91 
lu'iinl. W laiiKHTRASH Gad.ss (iIh don I'lntdockor dor Kur.Kiiselion I’rodnktcntwicldung (12) (sioli 
(lAUf. l'’aiKuai{in ( 1 ai:hh, Wvrkr, lid. 3 , S. 143 , wo 1 'Iulku oboiifnlls niclil gunnimt wild). WniEi 
.s'l’iiASs liat. dori das I’lodulcl (19) ausdriicklicli als Vorlnld fill- soinn nllgomoiiio Prodnkldarsto 
lung ganzi'v l.riuis/.ondoatur iMinldionon hozoichnot. 

'ralsiio.liliflli lial. Kurma iiiolit nm- dio Produkldni-stolhiiig (12), sondern sognr don Gedanko 
dor ICoiivorgonz or/.migondon I’likloron Wkikh-stkass vorwcggonoimnon. Donn os bodcutot koiiio 

eo 

[Jiilorsiiliiod, ol) man don Giioiiorn doa divnrgonlim IVoduiilc.s dio KonvorgBir/. oi 

/.oiignndim l'’aktoroii e ’ ndnr don GUodern dor divorgentou uuendliclion Roiho log (l + ^ 

diu Koiivorgoa/, orzougondon Siumnandon — odor nucli — s log ^1 4" baifilgt. Gas tat abf 
I'lin.ini mil vollor Aliaicht iu dor yVbhnndlung 1)13; vgl. S. XLYll diesos Boriclits. 

Dor groIJn UnioiHcliiod gegonttbor WuinusTiiASS bloibt uatiirlich dor, daI3 Gui-bu nicl 
oino allgomoino gnnzo Funktion aus iliroii Nullatollon konstruioron wollto, soadorn dio besondoi 
Funktion r(x -k l) (also das Fozipioko oinor gnnzou Funktion) aus ilirer Fiinktionalgloichung. 


In (ler Ahliaiidlung bildet uiul Lintersiicht Eulkh nocli dit^ Emildiou 
n^-^ia by (rt 6P“*(« -F ‘■ny _ {n + 2hy-^(u -j- :ihy ^ 

dio (?iiie Veriillgoiueitiprung von [.r] ist; sic goiiiigt der Finilctionalglcicluiiig 

^(r-Hl)=(a+A6)75(.r) 

,inrl Iiitnmt iiir .r ■= n (positiv gftnzzuhHg) deit Wert 

a(a + 6)(a -1- 2b) ... (n d- (n ~ 1)/j) 
ail. |}ef?|iii‘!fiwei 3 c fimlct Eulfr 

I I 

o’ o' 

wdijoi freiliob ilen Konulimteu a, h uocli gesvisse Bedingungeii wii 

111 dor glrichzeitig mit G52 vorgolcgten Alilmiidlniig GGl 

lanae consideralioncs circa series hDpergcomc.tricas 

iOpciv omnia Iia, p. 178- 102) wird nocli gezeigt, diifl die socboii iKdriuditetc l''i 
fiir grofir. positive x asymptoliscli gloicb 

n I 

.■lc“*(rt — d- " 

ist, wo >1 oiiii' von a nml h, aber iiicht vou x ablitiiigigo Zulil ist. Eh wilrdo Hi 
lolineii, die EcfiiiUscheii HomUhiingen uin die Erinitloimig diesor A w 

nclunen. Zwei weiterc von Eui.KR botraebtctc nnd von iliiii Axi inid Q-.i goii 
tionen lasseii aicb aiif 91 ( 3 :) (von EuiiKlt P-.i geiiunnt) /.nrtlckfilbion. 

Narlidem EuLKK iu der Abhaudlmig 19 mit groficin Erfolg aus deni mir 
giiir/,/ah)ige » definierten Ausdruck n! miltcls Intorpolatioii die Funktion [.t] gew 
waiulle er sicli bald audereii besUminfceii IntcrpokUonsmifgaboii wio aiicli allgem 
der Interpolatiouslelire 211 . 

In der niif t9 folgcnden Abhaudlung 20, die erst iVa dnbre spiiter als l!l 
1731 der Petevsbnrgor Akadeniic vorgclegt -wiirdo iiiul die don Titcl liat 

Dq summatimie mHuiHerabihitin jjropresstouuni 
{Opera omnia Iu, p. 26—41), wird die fiir x==l, 2, 3, ... defiiiiortc Funktion 


/" t — z-® 

clurcli dun AiiKdruclc I dl mif nllc [lositivuii x aiisgodehnt. l)ikriil)er wurde h 

fj i ^ / 

0 

vorigen Abscliniti S. .Will burielitet, well in der Abhandhing 20 /.uin eistun Mai 


I’riigi! naeh duni Worte tier Ucilie iiiifgeworrun wurdr. Nooh in einer wcite 

1 

siclit i«l die Abliniitllimg 20 merkwilrdig: In ihrejii 10. Paragi'a|jlien [Opera omnia Ii 
wil'd /uin i‘rstou Male (in iiocli nichl voll horriedigciider Weisci die Ei:i.!:iischo Is 


(•1) Y liin ( I -h i -r ~ -| h — log J') 

1 -><W \ - .J »' / 

(Uiliiiiol'i.. 

Ill dor Abliaiidlung dH voin ll. Miir/. 173-1 

Ih proijrfinsUmihus hannoniciH observationcs 

[^Opr.ra omnia In, p y7— 100) wi-rdeu danii 0 DezinialKlellcn von y lieii’cluii'l (’ 
vlidilip sintV) nut' (Irnnd dev Fovmel 


(M) 




•‘’4 


1 


Mine viol giMiaiK've Hcroidniuiig ^•|•folg•^e dimn in der Abbaudlung 47, Ubor d 
iin ei-Htcni Ab.sebnil.L beriehlel wurdo. Vom nbrigon Inbalt der Abliatidlmig -13 a. 
leicbl nocli erwiiliiieiiHWOvL Keihen v«ii der Art der beiden folgemleii: 


(If)) 


2'ii + 


\- V n ^ L' d- V ll ^ 


1 a — 1 \ 

* H — J 'i' I' >' ' 



- 1 1 2 

:-j “ \ fi '^( 5^7 H u 10 n 


(leron crate I'nlgL hub der Gloicliuiig 


log n — liin 

j-Vco 



+ 


i 

a 



1 _ ^ 
2 3 



die y.weit(i orglbL aieli iiir a: = J hub der J’otenzroilie 


log 


l-\-x 
1 d- . 1 * 


I l> 3 -I ■ 


Dio Ueiho filr log‘~‘^’" liofert iiii b'alle = 1 eiueu zweiten Ikweis Hir (15). 
1 


{i)l)eni omnia Iis, p. 5G9— 003) ist aiisfiohlicHlidi dor Ei.’LKK sclieu Koiistiuitcii y f 5 '( 
(loroii Boreclmung- auf TorscliiedeJie Weisftu gczcigt wird, teils niit llilfc der 
Sumniouforniel, toils init TJeiiutzung des ZusninjnoiilutngH /wisclieii )' iind dun 
siunnien Vo. Ain JSclilusse der Arbeit werclcn 8 Foruidii zusniiiniongestellt, die iillo 
scbiedeue \Voisen y diircb die Worte ansdriickeii, dnnmtcr dio Furmo! (14) von 1 
ids Heispiele indgen iioeli folgvnclc Kuinoln aiigx’fiilir/; ivoiilon: 

1--)'-= ,|-U3-U'r 

I _ log I y (s, _ 1) + - I ) -I- „ (.V, - I ) H - • • ■ 


Aug dcr Formel 


y — lirn lim [ f 

>»->•« X->1 \*’ 


1 — e 



— lira 

n->eo 



— lim 

«->-x 




gcwinut Eur.t:u durcli die Sulistitiition ig* == / mid don (^rcuziilnngang n-)-oo dio |i 
Jfvrslelhing 



0 


Die oistmals in dor AbUandluiig aO gostelUc Intorpolntionsiiulgatje: oine Fiiukti. 
XU bilden, welche fUr nllo positiven ganzxaliligen a: = h dio vorgoschiiobencn VVerLo 

"PCI) + 9(^) + 9'(jJ) H l-'y'C”) 


anniinrat, wird wiedor aufgegriflen iu dcr Abhandluiig Gl3 vom 13. Miiiv. 1780‘J 


IJ Der Inlmlt diescr Abbandlung findei sidi xum Toil .sclioii voi-Iilm- iin Ji. Kapito) 
posierionk dor JastifiUiones calculi dilfercntialh {Opera omnia Iio, j). Gli)— (bl7), da^i ill,, 
omo (natlhlich niobt vollstiiuiligo) ZusammGiifassuug ibr Eui.raisclion UnUusuolningoii ilbcn 
polfttion outbiilt, voi, donoa im obigon zweiten Absebniti uu.soror Obcisiclit dio iiodo i.st. 


J)ilxicidationcs in capiia 2iosh-etn(i culcidi mri diDirenfialis dc fundiomlms incxjdicvh: 
{Opera omnia lie, ]>. 1~ B3). 

Der Aneiilz 

{17; /■( .r) ^ tp (j») - ip (;r H- v) 


lost ili»; g(jKt(;llto Aiilgaljc iiir a; > U, woim liir .r — >00 monotoii gegeii. Null 

Dio von Eu[/K 1{ angogobeno HecUiigimg lim «p(a;) •■= 0 olino doii Zuaat/. dm- Monotonii 

X~> 9 , 

iiilgL /war, uin die Konvorgeuz der Ucihell?) filr gHiranhUgoH a.- — > U micli ilcm G 

wort (IG) fiielieizustelleii, abur nielit filr die Kouvorgoii'/. der Roiliu ini Falie eines belicbig' 
doch isi aiidrerficiis die Mouotonio der Konvergenz von (p{x) gegon N^ill liinreichciul, 
nioht iiotweiidig. 

hn Fallo (p{v)~- ergibt sicli so 


(IH) 



X 

v(M- »-)’ 


ill del' Abliitiidlung 20 liiilU’ I'hii.Kit iiii iiiimlichen Fiille die l.d.sung J y__ ^ dl gel’in; 

u 

die init (18) idcntlscli iHt, woranf UbrigeiiB EuLHU nicht liinwoist; doch bovoclmofc or 
dorb filr x- den Fiinklioiiswert und lindot naliirlich ^viedel■ dciii aiif niulurem Wog 
F 20 (’.rluiRoiieu Wort. 2 — 2 leg 2. 

J'luiiiCR belracliiol dium Fillle, iu wolchen der Ausal.z (17) aicht koiivorgiort, ; 
^0') ~ (p(v) = \ogv U8\v. In solciien Fmioii liiift or sicli auf oiiie solir moricwiir 

Woiso, iiidom or don oinzolnon Ueilienglicdern in (17) nooli Konverginiz erzengondo 1 : 
inundcn und zuni Aiiagloich der ganzon Ucihe eiu Aiifaiigfiglied beil'ilgt. Seiu Godniilccnj. 
ist ctwa folgcndon or ent.wickelt «p(ikH- 1 ') formal imoli rten Uogoln der DilVorcnzeiirechii 
in dio Foilie 


(19) tp{x-]- v) — ip{v) + x{(p{v-^ 1) — «p(i/)) + 


— 3) 


1 • 2 


{(fiv -1- 2) - 2 1/) (a -I- I ) -i- (p O')) -1- 


worniiH siel) orgi))b 

(20) 0=--^I(p(v)— f/J(.'C-|-v)J-l-.^■(qJ(I;d-l)— 9)(7'))'i- (i' -1- 2)— 2r/)(i' + l)d-(/UJ'))' 

1 • iV 


Vou der hicr reehtsstohcndoii Jleihc war der ersto Smninand das allgemoino G 
dor Reilio (17). 


Statt (Icsfieu nimnit iiun Eulick boi scinein /.wciton Ansat'/ lUr f{x 
(ilietler von (20) mul miifi .bmu /urn Ansgleich bei f{x) otfeiibar tlus An 
hin/ufiigeii Auf cHese VVeisD komnit er zu dem Aiisatz 

oi 

(21) {{x) = ['?(*') - -I' 

Wcnii 

lim {{p[v + 1) — ‘/’(i')) '= 0 

r-**- 

ist, knnveigiurt diesu Reiho fur jedes gauzzaliligo x > 0 niich doiii 

-b H- tOO- 

Uin aber die Konvergcnz tier Uaibe (21) tilr jades itositivc x /u i 
iioeli eiiie Zusatzbedinguiig imiclieii, nls ivelcbo belspiclswoiso dio Monotoii 
eiiioin gewisseu x ab liinvoicbeud, abnr nicbt notwondig isi. 

Uer di-ilfe Ansntz EirLKits 

f{x)=x(p{l) + -- 9)(n) 

1 • w 

V^'^) “r ..(r-l) 


uimint von (20) lier iiocli oiii woilercs Glied, der vioilc nocli eines tiielir 
irgeiideiii Ansat/, 50 anch ulle spaloren, und zw'ar nacli der iiiinilichen 1' 
liifit sicli B. ill! Fttllo (p{v) = ' tier sicli aus deni orsten Ansnt/. orgolK’ 




..l.H. 

2-5 '^3*7 4 • U ^ 


mittels des dritten Ansatzes durcli die besscr koiivorgonto Itcilic 




+ 


1 • 2 


+ L.. + 1 

• 3 . 3 2 • 3 ■ ‘1 • 5 ^ 3 . 4 • 5 • 7 ^ • f) • G 


duifitellei), diimit ist also zugleicb fdr gowisso lleibcn ein Vorfabrcii dei' 
serimg gewoimeii. Die von Euli;k gofuudeiieii Funktionon f{x) gendge 
gleicliiing 

A(s+ 1) = f{x) + 9 )(a'H- 1); 


es gcnilgb duller, die Funktioiiswcrbe f{x) aus den bergoloitcteii Ileilien 


)<;{.'< 1 zu berochiien, w'onuif ttir die iibrigen x die I'niiktioimlglcicdinng bciiu 
verdeu kann. 

Der drittn Anaatz I'Qlub (wio ISui.KU zu bcweiseii versuclit*)) zuni Ziclo im Fa 
o{v)~v’‘, weiin a < '2 isl, dor zwoite ini Falle qo (i*) — womi «< 1 isl.^ auliordoni 
^’allo If, (j') — log V. 

Iin letzterou Fnlle z. 13. liei'ort er 


\x) ist der Lognritlumis der Kui.lcilRehon Funktion [a:J, Hir doren Produlitdarstollimg 

tM) M I J 


(v d- 

I x-\- V 


licli Bomib in dioseni ZuKiminienlmiig cine boHonders oinfaclio iind Kohdiio Ilorleituiig* orgibt 
Til dor Abhiuullung (ilB worden noch cinigo nllgeinoiuoro Frndukbo bebruohtob; mi 
indot sieh in ihr ein Bild dor f\urv« i/ — f{y) im Faille <]p(j’) — •' , obeiiso ivio einoZaililc 


ochming I’ilr jf(x)dx. 


In don bcsproclienon Avbcitcii ilbor die Interpointionfinnfgiibo, die voilnngt, oino Fun 
don f(x) zu liildon, doron VVorbo f(tr x = 1 , 2, 3, . . . vorgosclirieboii siiid, sclieiiit sicli KilLi 
liolit giinz klar gowordtm zu snin, dull aliewo Aufgnbo, wenn man Iccino X<!bonbedingiing 
nacht, iinondlicli vielo IjOHungon Imt, imd cr empfamd es ids otwas sehr j\Iorkw(lrdigOB, a 
n- Rozusagon zul'illlig {„qn(m casiC') ziir UiiterMuchung' oincr Roilio gofUhrt ivurde, ( 

’Qr X — «” und fiir n ~ 1, 2, b, . . . die Werto s(a") — n tinnnlim genau wie die Funktii 
‘log re (« ist boi Kulkk > 1 zu donken), ohno dnll s (a;) "log wiire. Die Iteilio 5(a') : 
'olgondc: 

cM - LrJ 1 . (1 -x){a-a^ {a^— x) 

a-a^ rF-a" 


( 1 — iK) (a — a;) (a* ~ x) (a® — 

/.e' /,xo - • - 4 - 


1) Dioso Kouvorgon/.nnlorduclnuigou Eulbus .sind reclit bomovkoiiawort; raun wilrdo ! 
i(!ulo jiatiirlicli in andoro Form bringon. 

2) Tiitsilclilioli boLracditot Euuuii in Gl3 ein aillgomoinoros Pvodukt, von deni or aber (2 
ils bosondoren Fall schon in don lusliUUioHes calculi differoitiaUs partis poslcrioris caput XV 
liorvorgobobon liaito (Cljicro omnia Iio, p. 63r> — G40). 

LKONiiAnoi ICoi.i-.iii Oponi oinnin Iio» CommenlaiUoneB analjticaio g 


LliiLUoUjii 1 CJJJwv Dirt *‘±, au, *«», 


Die Abhnjullimu- IOC) voni 2C>. Janujii- 1750 

Co)isidvyallo (niaramihm sericrum, qme singularihas ])roprietuiihus aunt pracdiiaa 

{Opera omnia lu, j). 516— 541) ist der Uiitersuclinng diescr Finiktioii s(a') gewiclmct: 
s(0) ergiljt (lie sogen. LambertscIic Reihe 




+ _A._ 4. 

J _ „8 ^ 1 _ ^ I _ ‘T' 


Eui.eii verslinrat niclit, siu uncli Potenzen von a zu eiitwiokoln unil iiuf dio /alilc)itli(H) 
lisclie Bedcutung der Koeflizicjiien dieser J*otenzrciliu kinziiwoison. Fcrncr wild dio V’ui 
tioniilgleiclmng 

»■ (.T I - s (® ,*) + 1 =- (1 - « a,) (l - ^ ( 1 - J,) ( t - ^^ 3 ) • . ■ 

iibgcleilet; das rociifssteiiende imoinlhcho Proclukt kommt ^fiir x — HpiilL'V in der 'f’iieo 
der Thetafunktioncn vor. Auch dia weitero Funklionalgkiclunig 

— Ssfrt.'c) ~ s(.r) -f /rr(l 4 - sf.r) - r{a:r)) 

u'ird abgeleilet, wic aiioli die Ejifcwicklwiig von s(xj) nnch PoCoiizen von x. 

Allgeineincr wird die orwiiliiite InterpoIntioiisRiafgabo^ / (a) aiis don gegcdienon VVorl 
/’(I), /’(2), f(3), ... zu bestimnien, wieclor anfgenomincii iu der Abliandhnig 189 

Be serienm dclermiuationc sen nova nielhodns i«i*c«/cndi ienninos fioicraicH serienon 

{Opera onmirt lu, p. 463 — 6 I 0 ), dio droivicrtol Jalire spUtcr als 190, niiiulif.h lun 21. 8 c 
tember 1750, der Petersburger Akademie vorgcicgt wiirde. Eui,i:k sngt, ck sci soudorliar 11 ; 
gegen die allgemcine Erwartung, duB es uuendlicli violc Finiktioiion f{x) geln«, dio in d 
nnendlich vielen I'niiktiunswevtcn Al)» /'(2)» /'(3), . . . iibereiiiHtimmoii; z. B. Imby dio Ai 
gabc; die Fnnktion f{x) zu findeii, ftiv die /'(w) = h eei {n = I, 2, 3 , . . .), iolgondo nllji 
meine (nicht allgemeinste) Losung.- 

OQ 

(^'^) A-a") = ^ sin vjtx-, 

1 

Ekler meint, obwohl er von gcoinctrischen Vorstollungeu ausgohl utid uikomil, dalS gh ho 
urn die Bestitnmmig eiiier durch gegebeue Puiilitc gelicnden, iiu ilbrigcn willkllrliohen Knr 
handelt, die Funktion f{x)—x mUsse periodisch sein, nnd sagt (in § 9) auHflr/lcdcIiclt, di 
fllr jede Fnnktion f{x), filr dio f{n)= I gilt, 


nuisBc. l'’;r K'oinint y.n aioscin SeliluBao, wcil er in <lem ziilot/t oiwiilmtcu Reispiele die 
clist iiur i'iir gan/.ziiliUges x gelteiide Gleichung 

.r ill Aiifipruch iiiniiut, ebensi* wie vr in dem auersh geimunteii Beiapiele, wo die 
ktioiiBwerto /■(«) :=.* n gegoben waren, allgemein dio Fniiklionalgleichuug 

/■( a ^ + 1) -/■(.'»:) +1 

Uin (lieBd zu liisuu, vertalui or so: er entwickelt die liiiko Soito von (2G) iiacli dem 
[.oltHclion Lebi'sat'/.o 

-I- i) = /-(ao+rw + ^^+--- 

acliliefit dureli Einsokzoii in (26), daB dio gcsiichte Fuiiktiou y = f((c) der liuearen 
I'ontialgloiclmng unoiidlicli hohcr Ordninig 


gen iiilisso,. Dieso iiitegriort or nach dem fttr eine endliche Ordnung- btnviesenon *) Ver- 
m, inddtn or zii dam pfii tikiililreii Intogralo y = x das ailgemeine Integral der Diftereiitiul- 
bung 

irfc, das die Form liat 

1 

)io wilikilrlicbo Konsinnien iind die die NiiJlstoilon der Funktion 

-a .3 

^+2! +31 + 


die Violfachon von 27ti sind. Indera or schlieQlioh in (28) dio Exponeutialfunktionen 
11 Irigonoinotrisebo ersctzt, findot or als Losnng der Differentialgleicliinig (27a): 

sin 2 vxx + ^ cos 2 v%x 

\ 0 


l) Zuoist ill E 62 (Opera omnia laa), dnnn auch in Tusdiutmies caknli integralis, volu- 
sccwuhm, scctio seciwda, cap. 11 (Opera omnia Iia, p. 296 — 317). 


g* 


\iiid somit aIs Losing der gCHlyllten Inter]jolaUonsaufgalje 

«o '>• 

(30) /'(i-) -- ;i- ^»»sin2i;.Ta--f2fl, cos 2 v.-rrt, 

1 0 

cC 

wo wegeii tier Bedinguiig /’(ji) = ** KoeCfizieiiten a, iiocli <ler Bediugung = 

y 

geiiLlgeii Imbeii. In dem Aiisdruek (29) kaim man trolz der FiflgwdJ'djgkeifc smicr norloi 
eiiicn crsteii Ausat?. fiir die Darstclliing cincr willkiiriiclion Fiiiildion cliirch cine trij 
mctrisclie Reihc crblickeii. Frcilicli glaubt Kitler den Aiisalz (29) noch dmcli eiiien am 
ersetzen zu sollcn: Er sagt, daR ulle in (29) vorkommeiideii Firnktionen sin 2v7rx, cos 2 
gerade Fimkbionen von 

p = siniey und q=co!i:r.r 

seien, uud crsetzt daher (29) (lurch eiuc willkurliclic goradu Fiinktioii von 2^ iind (j. DnI 
von ilmi zu Eingnng seiner Abljaiidlung gegebene Beispiel (2;')) niclit ein SondcrfaK s 
flllgemeiueii Lusimg (30) ist, scbcinl ihm iiicht ftufgernllen zu sein. 

Nfiben deji bcidcjj erwnliutcii Bcisjiiclpn /'(«) -• 1 nnd f(n) — n werdeu nocli )iio 
nndere (z. B. /*(«) — i)i“) in ahn!iclior VVeise bchnndelt: Die Interpolationsiiufgabe zu 
wird (lurch die Aufgal)e, ciue Fuiiklionalglciclniiig zu losen, orselzt, uml dicso wird au 
Integration ciner Diirercntialgleiclning uneudlicli liolicr Ordnung ziiriUdcgofilhrl. 

Das gelegeutliclie Vorkonimeu von a* — 1 nls JTilfsfunktioii iiinunt Eui.eu zum A 
urn erneut jiusfiilirlicb auf die Prodiikt- uiid Partialbrucliontwiekliingcn dor oleinon 

Funktioncn, auf die Bi'ftNOUUJBchen Zablcii und dio Rcihen ''■"I’ 

Bummcnlormel zu sprechen zu koinmcn. 

Audi (lie Aldmiidlung 5o5 voni 18. Mni 1773 

]>6 cxhitio iisu methodi inleQ)olatiomim in scricrnni dochina 

(Opera omnia I 15 , p. dSf) — 497) bcginnt iiiit cinom Iliinveis aul' die Vieldcutigkcii des J 
polationsprobleins und daranf, daU die dnnn folgcnden Ausfiilirungen niir einu Ircstii 
Losung aus unondlicb vielen gebeii. Es wird dnnn einc iingeradc Funktioii {\.r) angc 
men, von der die Funktionswerte p = f{a)^ q = f{h), r = f(c), h f{d) usw. bukannt f 
Daun wird die geiude Funlrtion in oine Reihe 

(31) >M A + a^) + e(*^- 6“) + 7)(.r2- „=)(,>_ + ■ ■ 

entwickelt, filr deren Koof'fizionten 


B, a, D 


flas Bildungsgesetz jiiigegelicn wird. Kb handelt sich also ini wesontliciicn iim dio In 
Intorpolatioiisformol NF.vvroNS, der iibor nicht genannt winl. Die rileiclinng (31) wii 
iuich auf die sogen. rjA<}iiANai 2 Mchc Form gobmcht 


(32) 


p — c^—r? 0^ ~ ^ 

X ~ a W~a^ * _ ,13 * 

q 11 ^ — .i:- I’® — 

6 b^ ’ c2 - b- ■ Vr * 

+ «te. 

Im eislcn lioispud wiihlt Rulkr f{x) = sinx und nimnil; die vicr Intorpolationi 
a — (pj h — 2q)f c — 3<p, (l — 4(p. 

Scblielilicii ovhiilfc or aiis (32) duich don Gren/vlbergang .r — v 0 clio Niilierimg! 


sin (p 2 • 

•J 3 . 3 

-1 . -1 

1 I • 

:t * 2 . -J ’ 

3 ■ 

sin 2 ()D I • 

1 3.3 

■1 . -1 

2 1 - 

3 ' ! • f) ' 

2 • r. 

sin Sip 1 ■ 

1 y . 2 

3 • 3 

' 3 " y - 

I ’ j . .7 ' 

.1 • 7 

.sin 4 i • 

J 2-2 

3 ■ 3 

" 4 ■ 5 J • 

.'■> * 2 ’ 

1 • 7 


Indem er stati vicv iinondlich violc Intorpolationsstolioii ip, 2fp, 3(p, . . . anninn 
winut or durch Groiiziiborgang dio fiir — z<g><:r gdltige FoulitERsche Roihe 

(33) f =- fiin (p~-- sin 2 y + -J- sin 3 gi — ~ sin 4 9 H ; 

derou Horlcitung aim dor LAdRANOKRohen Interpolatiousformol ist sebr morkwUrdig 
uiiftauohenden Zweifel, ob die Gleicliung (33) auch fnr ip = n: richtig aei, hcschw 
F;L 1 L 15 U durch die Bomorkimg, man habo dann eben fiir cp in (33) Jt — s (e > 0) oiuzi 
und daraufzur Gronze ► 0 nborzngehen. Gegeu dieso auf einor imbegribuleton Vertam 
zweier GrenzUbergiinge beruhende unzuiassigc Definition ciner ReihonBuinmCj dorcn ( 
Funktionon einor Vorandcrlichen sind, mufito noch im 20. Jalirhundovt aiigei 


w'cnien.’) Kl'Li:r beliaiiptet Ubrigene sogar, diiB die Rcilie nocli fur ip = 2;i 
(E 555, § 10; Opera omnia Iis, p. 450.) 

Die Wahl der Int^riiolationsstelloii 

ip 3 0 

2 » 

fDhrt Eui.er 7.11 der lleiho 


(34) 


sin 0 ) — -- sill .3ft3 


sin 5(1) — — sin 7 c.) + • • • , 
2:i 49 


voji der cr nieint, sie Jtonvcrgiero ohue Einschriinkung gogvn , wn 
[« g 2 richtig' ist. FOr o) = ^ folgt nns (34) uin iieuer IJcwiiis (der fill 
S. XXXVII) fill' die Glcichuiig 

8 ^ 9 ^ 2r> ^ (19 ^ ’ 


die mit la gleiidiheilciitcnd ist. Pernor liefert die Jiitcgrntion von 

1 

Bewois der (Jflcichimg 

73 


^ 32 


Diirch i minor wiecler aiidcre AViihl der Intcrjioliitjon.s.slellcji goliingL 
groQen Zalil sclir inerkwlirdiger lleihon; zur Uiiteraiudunig der ttuftrcteudcii 
er BeliifimUtionon lieran. Es isfc in dicsem Itmzen Bcriclito nnmdgludi, idle (' 
ErgebnisRo oder gar die von Eur.iiit 7.u dereii Gowiiminig oiiigcschlngonoi 
Riciitigkcit zii prfifru. AIb llcispielo miigen die in 20 uiid 27 {Opera 01 
stebeiideii Rcilioii belraclilct wertlcn. Die erste Oleicliniig* dos § 20, wo die 
inir auf dor reclito]i Suite vorkoinnit, 


^ cot.ra: --= j. __ co3 (2 — 


1 — ^ 


+ 


(35) 


5 — C 03 -x fp 


— sin X q> 


( 1 2 « cos q) 2 X cos 2 fp 2 .r cos 3 ip ' 

. 

/2 sin (p 2 • 2 sin 2 (p 2 • 3 sin 3 (p , 2 • 4 si 
VI - ^ ^ Li] - 


1) Vgl. A. Prixosiieim, JahresberieJit der f?C!(fsc/ic» Jllulhmatilecrucrcini 
S. 591 iind EnajklQpddic dor mulhemalischm Wisscnschaften Dd. LIip, Leipzig 18 
AnincrUung 170. 


ist fur iillc (iiicbt giinzzubligeii) :r uml fur (p\^7C riclitig-; die mil imiUiplr 

Klammer ist iiamlicli gloich ^ fiir — ;r ip ^ 0 und 

" Bin xit — ' fiin .r 't 


wiilireml dio. mil — sin;rgj multiplizicrta lleihc gleicli 


w sin y. (<p -f- n:) 
sill ."j; jT 


— ;r ^ ff- < 0 uud = ^ fijr 0 < rp ^ 7t ist. Imlem cr zwisehon don i 

/,en g) = 0 und (p ~ z intogricrt, gcwinnt Kiileu dio Partialbiuchreilm 


JT.'^ cos J 1 ^ ^ 

«iri^.t';c (.-c— I)* (j; H- l)- (x ~ 2f (a- H- 2}^ 


wtihrend dio Integration zwiscbeu deu Grenzeii g) = 0 imd ^ die Reibo 

. Tt .it . Sjt . 2 tt 

sni — sin sin sin ■ ■ 

A " (.c- 1)2 (a+ 1)2 (a -2)2 (a + 2)2 

liofert. 

Ks d/irfto Hicli wold lobne?) zii iiiitorsucbeii, inwimvoit andoro von 15uiyK]{ in dor 
hnndhmg 555 mitgotoilte Reibon iind iuwiowoit seino Ilcrloituiigoii riclitig siud. E' 
solbst sagt, dub or seiiien Ergebuisscn iiicht gauz Irano (§ 33; Opera omnia lie, S. * 
or begn'indot dioses Mi/Striiuoii niclit mit deni Fob len joder Konv'crgenzuuterKiicliiing', son 
nur mit dcr orwHlmton Vioideuligkeit der Intorpolalionsaufgabc. Bel diosor Gelogoiiheit 
cr nncli dio Frago auf: Wio gewiunt nmn die ullgemoiusto Fimklion F{x), wclcho fill* 

A a, h, Cf d, . . . dio Werte p, q, r, s, ... 

aanimmt, wuiin man einc solchc Funktion f(x) kenntV Eui.r-US Antwort lautot: Man 
oiiio J^inklion Sl(jr) mit den Nullstellen a, h, c, d, . . ■ 1st dann io(_e) eino I'iir ^ = 0 
sciiwindendo, im ilbrigeii wiilkiirlieho Fimktioii, so ist 

J'Xa;) = /'(^) + w(ii(.T;))- 

Dio richligo Autwort lautot naturlicb 

F{a^ = fix) + (.•*:) iiJj (a), 

wo tViix) irgendcine willkiirlicho Funklion iet Es ist noch vm oiwabncnj dab Euiiio 
diescr untcr manebem Gesiebtspunkt bedoutenden Arbeit luicb ausfubrlich auf den Znsam: 
bang zwificlien don in soineu Entwicklimgiui (vg!. (32)) auftretendoii Produkteu und sc 
Botafunktionen eingeht. 

Zum SchlusRO dieses AbsohnittB darf nocb eine Abhaudluug erwtihnt werdou, dio w 
ihros goometrisebon Gowaudes in den Geomcirieband III der Oq^era omnia aufgoiioiL 


wurde, die al)er iuhaltlieh eiuc Einzelschrift iibcr die Gaminafimktion ist; 
19. Dczetnber 17<i5 dcr I’fitersbur^er Akademie voigelegte Abliandluug 368 

Dc cuna lii/pergeGnietrica hac acquatione ij — 1 • 2 - ^ x cxpre 

Eulf.r Hagt liier, dafi die in der ubersciirift genaiuite I-’unktion dcsha 
stinunt sei, weil sie nicht uur die Werie 77(») = «! filr j)08itive9 giinz/ahlig 
Koudern aufieidem dor Funktionalglciclmiig ••• I) — (.V -i- 1) genilgcu 
dem schon ans i'ruhercn Abhandlungcn Bckaimtcii werden in 308 insi)e.sonderf 
atellcu der I'liukiioii U'(ic) bcstiimnt, gowie die FiiuktiouBweite. 1I'{0), FI' 

fcnicr rr{l):n{^), iri^):n{D usw. 


l) 8. XLI. Weim cs aucii iiur ZwcckniiiUigkoitsilberU'giuigoii sind, d 
dor Fiinktioualgleicbung notigoii, so hnbeii .sic docli tatsiichlicli ntwns Zwiiigend 


in. DII^; TUIGONOMETIUSCHEN FUNKTIONEN 


!)(M- liiuipi.siichlicho Inhiilt der Abhamllmigon EuLKns, liber die in diesinn Abschnil 
wei'floii soil, wnr fur seine nuitliGniati.scheu y^cifgenosscn eUvas bowundernswei 
Nones. VVeiiii (u- i’ilr dio hcnligoii Mafchematiker vielleicbt nicht el)enso lesselnd ist, so lieg 
[llofi dfirnn, ddll (ir ddiik RdLfjfi y.um festeii Hestandteil der unitlicnififischen Bildiing geworde 
is!.. l)nC or (js wnr, <ler das Uoebuoii mil den trigonomelrisclien Fujilctioneii zu eincm brand 
baron iind go.solmioidigori VVerkzong der Analysis tmd iltror Aiiweuduiigen gcnmclit La 
boiont. er Roll)Hi mit boro(;litigtom Stolze in der Einleitimg zu dor solbrt nilher m la 
Sj/rodiondon Al/ha/ullimg 2 IG, und or filgt liinzu, man dilrlb dieses Verdiensfc nicht de.swege 
goring aehtcn, weil os /.nm guton Toil in der Eintuliruiig ciuer passonclon liozeidimingi 
woiso la)s(o)io. Dio voJIo Dedoijtu>»g Kl'I/EKS anf dera Gobiete der trigonomolrischen FnnI 
lioiioiD) wil'd man froilioli mis den paar liier zu besprcchenden Arboiteu nicht ermessc 
Icdnnon; sio lionihl anf viol breiteror Griindlage, insbesondere aiidi nnf den Anwendnnge 
dor 'rrigononictrio, dio Eulku in Gcomotrie, Mcclianik inul Astrononiie geraadit bat. 

In (lor Abiuuidlung 128 vom 15. Dozembor 1749 
Me/Iioc/i(.s f({oili's ampidandi angnlornm 4)1118 ac tangentes tarn naturaks quam artificiales 
{Opcm omnia In, p. dlM— 408) gdit Bui>kr von den Partiiilbrudireihen 

l' ± 7) !» ±'7 16 rir P ‘ " 

auH and bomorkt, diilJ or dcren Snmmcn in der ein paar Wochen zuvor dor Akademie vo 
gologtoii Ai)biiudlnng l.-JO (vgl. S. XXIX) mit^otoilt babe. Aus ihiion gowiniit er Produktda: 
atolliingoii trigoiionictrificlior Funktionen.®) Aufierdem bereebnet cr die Koeffiziciiton «,,, / 

1) Vgl. a. A. v. HiiAUNMiliiF/, Voiiesiingcn illfcr Geschicble tier !/ rigononieirip., loilll, lioiiizi 
[1)03, 4. Kapitol. 

2) Da or in D 130 umgokdut dio Roihon (l) aus dioson Pi-odukten abgoloitet batto, kan 
mnn das obon Mitgotoilto niolil als oine iiouo Ableitung der Snuis- and Kosumspiodukto iii 

r.KoNiiAuni Dum:ui Opoia omnia Iifl* Commontationos analytioac h 


der l^ofeiizrcihcH voii 


bill - .r = u-x' iiml cos ■' 
2 ' 2 




aul' 28 Dezinmlstellen (mit gaiiz uubedciitoudou UjigtMiunigkeitcn, dio lid' 
droi DD/.iiimlstclleu Ijbtrciien), fenicr uuf 20 unci nieliv tStelIca die Kooffiz 
reilien fiir 

log ( - sill ^ .-»1 null logcos ^ .r 
\x 2 2 

mid anf )d StelJeii (lie Kocfiizioiiti'ii dur Potenzreilieii filr tg x and - ( 
dient i*r sich iiocli einer die Koiivorgeiiy. vorljessoiuden Uinioinumg, indcii 
bei dor Pnnkiion Ig -g- a.’ nicht dio Koefdzieuten }/,, j/g, 73 , • • • der 
radius 1 besitzeudeu Poteiizreihe 

1 

lUigiht, soiidcru die fvoeffizieiitoii dj, dg, dg, . . . dor den IConvergeiizrail 
Potonz.veiho 

Die ganzo Abhaiulluiig 128 kann als eino Vorarbeil: fiir dio Inin 
werden, in die ihr wesentlichcr Iiihult spelter iibergegangon ist. 

Die vorliin sclion gonnniifo Ablinndlung 246 

SuhskUiifii calculi sinuam 

(^Opet'd n})i)ii(i Ii4, p. ;)42 — 584) ist am 9. Miiiz 1752 dor Ijerliiior iind eii 
12. Miirz 1753j dor Petersburger Akademie voigologt svordon. Sio bogliint 
(tero Abhauclliingen IDulkus, ■/. ]i. 447, 562) diimit, daB uii Stollo der I 
cos <p die AusdrUcke 

ff’ — cos qo 4- i sin (p, v — cos rp — i sin g) 

eingefilhrt worden (spater werdeii dafiir gewdlmlich die Biicltfitahen p, q 
/{*iclieu e lilr h, j» worden iiiclil vonvciuiel. InBb(*90]i{loro niifc Donut; 


solion, sondoni nur ala dio Bolcucbtung oiuos friilioi fostgo.stellton Zusammonli 
iloron Soito bor. Hist ans dor Abloitung dor lloilion (l), dio spiitor in dor iii 
entstaiulenoii Abliandiung GO bowiesen windo (siolio S. XXXTD), liiBt sicb olm. 
nowor Bewais fiir dio Produkloutwicklungon dor trigonomotrisclioii Fuuktionon 


ulul luich (lie I’lodukio cos"* (p sin” <p (w, n ganz'/ahlig > 0) 
Kofiiimn dor Violfiiciieii von (jj ttufidrui.'ken, •/.. B. 


- ’ ^ j 

lineur diirch dio Sinus i 


orM I ^ ^ COS (^r + ] ~ 

I'jUl-Mt iiiluiiil nilschlicii dicso Forinel auch fur Potouzon des Kosinus mil iiegfiti\ 
iind ^^ebroclu'iuni Kxpoiientoii in Aiispriich, wobci er die jeebt^ Ktebendo Siiinme in eine t 
on<llifjho Ucilie iilxsrfTohen llifit. Besoiiders zu erwahnon ist noch dna Thcorema dcs § 
(^Opera ownta In, S. 581), <las besafrfc: 

Kpjuii nmii ilia Snmmo dcr Uoilio 


(a,, rcell, s koinplox) 

0 


(d. li. kann ninn sin dnreli dio bokannteu Funktionoii nusdriickcii), so kennt man aucli c 
Summon dor Uoilicu 


a,, cos vq>, sin i/g). 


AIh Bois))iolo gil)t u. n. die fulgenden: 

oo ew 

’ST’ .. . sin ® 

((' cofi vw ~ , . - , sm vw 

' t -i- — 2 rt cos 9) ^ I — 2 u cos (p 


Indciii i.‘r (lie oislo dioKor Gloicliniigen auch filr « — — 1 iu Anspi-nch niinmt, gewin 
cr aiiH iliv durch Tnlfigratioii dio fHr \<p^<.z richlige ICntwioklung 


rp . sin 2 m 

Rin (p — 

O ' O 


sin ') q) sin 4 9 , 

3 “ T' 


(vgl. (33), S. LIII). 


Das Thenrewn ](ol)rt mil Beispieloii spiiter noch inelirmais bei Euleji wieder (z- B. i 
den Ablmiidlnngcn 4d7, 055); aueh in der Amhjse alg^briqtte von Cauciiv and in der A' 
liamilung Ahklb fiber dio binomisciic Uoilic findeu sich zugehorigo Beispiele. 

Di(! aooben gonaiiuto am 22. November 17;)3 dor Petersburgor Akademio vorgeleg. 
Abliandlung 447 {Opera omnia Its, p. 108 — 184) 

Summalio progressionum siiP (p + siiP 2(p + •••+ sin"* Jiip, cos^ qo + eos^ 2^ f ■ • ■ + cos'* n 

begiunt wio 240 mil der SubsLitiitiou (2); dio in der tfljersehrift genannten endUche 
Summon wordon dann in don I'lUlen A = 1, 2, 3, 4 bestimint, was auf die Summation cm 


licher geonictrisclici Reihon hinausluiift. EuLKK erkeniit, daO die nuoudlichcu Reilie 

(cos Vfp)\ (sin V(py 

f> 1 

bci gaiizzulilig'eii'i x > 0 divergiercii (bci goradeni ). Bogar eigentlicli gegeii -{- oo), 
will aiif Groud seiner AuiTassiuig dor divergeutcii lloilien^) die fiir die endliclieii Ko 
fimdeiip Snmmicning iiiirh fiir die uneiidJiclien in Anspnicli nrlimou, was ihn v.w 
lairen Ergebiiisseii fiibrt. 

lu der Abhaiidliing &()! vom 16. November 177H 

Vanne ohsenationes circa awjidos in pyoyresHione gcomdrica progrcdicnias 

{Opera omnia he, p. 498— 508) wird '/uniichst durch wiedorliolte Anwendiing dor G1 
sin siu (p cos fp flas Prodiikfc 


( 3 ) 


(p (p 

8111 (p — tp COS - • COS - 

A *1 


COS 


cos 


10 


abgeleitet, das sich schon in der friihercii Abhniidhing 74 (iiulci (vgl. AbHchiiilt, VJ 
Rerichtes). Aus (3) werdeii dann weilero Fornicln abgeleitet, B. diircb logmii 
l)iO*eren(iatioii 




I . 1 , m 

— ™t¥-+ gtg. 


j , fP L , m 

to- ' + ... irr ^ 4- 

4 ^4 H ^8 


Die Reilic mii' der rechlen S«it« voji (4), hub dor iiiiigekebvt wicdei' (M) Iblg 
man auch, ivie Eulkii zeigl, direkt summieren, wenn nuni alli' vorkoiimiciidcn T 
funktioncu vormogc der Bezichung 

tg qp = col 9 — ci)t 2 (p 
ersetzt. In gloicher Weise orgibt slch aus der Bezielunig 

(o) cot i\(p = cot <p ~ tg(^- + fp) + J tg(" - (p) 

die Summation 

4 - . . . 


1) Vgl. S. X.U. 


)iu Gkiciiung- (i)) Kilirt ([lucli fiitfignition uiiT <lio folgcudc: 


Hill :i (p 4 Hiu q? cos ^ ^ ~\- (pj cos 
•sj)nH;lieii woiUiro I*ioilukUlHi>iLolhmgeii: 
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N 
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/ 7t 
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Hill 

4 (p ■■ 

■' H Hill 

<P 

COB 1 

M ■ 

1- 

{ cos 

(t 

— 7; 

1 cos (pj 


.vin 

57/ : 

— 10 Kill 

<P 

COK ( 

' TT 
^ 1 0 ' 

i- 7 ^) 

1 COK 

In 

Vio 


\ ('An 

1 cos ( 

' V10 









UHW., 




ion ( 

Iniiii 


lie 

ihoii 

voii 

(U'l- 

Ai-L 

wio 

( 4 ) 

abgi'lcitet 

wenkni koniion. 


oiolio ]V(K(ukUliii'K((;ilung(Mi ilcr l‘'iuiI<iioncii cob « 7 », hi'ii « qo (fiir grtiiz'/.iihligcs n > 0) 
LKii iiiiHnilnllclK'r licLnichtel. in dcr ani 12, Mai 177*1 ilor Aharlcjnir vojgclcgtcn Ab- 
ig 502 

Qiwniodo sinus cl cosimis (OKjidorton mttiliplonm per products rxprhni qumnl 
omnia Im, p, 50!) — 521). 

Ir lindcL dinflC I’rodiiklo, /. 11 . 

II — I 

C 08 )>nq> =- 2“'*- I j(^/ sill ' jr-f/)) sin ' jc -h 7 >) , 

or wio ill (k'li Alilinii(lliiiig(Oi 2d(), 247 an Slcllc von sin q>, cos (yi dio GioBtni 
1 (p -\ i Kill 71 , 7 • ^ (OH rp - i sin (p hclraclilel nnd dnini p" d; 7 " in I'liktoren '/crlcgt. 
'(’!• fnliult dicKor Abliaiidluiig Ihulct Bicli iinch im Id. Knjnlcl dor Tnlrududio {Opera 
Uj p. 258— 28:i). 

io driu Aliliniidliingri) voin 14. Angiist 1775, G50 voin ITx April 177G iind 055 
Miirz 1777 

J)n rcsohilionc fracliunum Iranscemlcnlium in infhiUas fraclioncs simpUeo.s, 

Do mulfipUcalionc ungidoyiim per faclorcs cxjmUcnda, 

iliones gcncrulcs circa series, quarim termini secundum sinus vel cosinus angidormn 

muliiplortm progrediuniur 

{Opera lis, p. 021 — (iOO, lie, p. 79 — 111 nnd p. 103 — 177) 

nielits gnnulflfiiy.licU Noiich, aondorn yimiieist mu* Wicdcvliolnngi dio crate bclalit 
t Pariialbrucli/orlcgniigen trigonometrischor FunkUonen, wie sio suieh in der Ablmnd- 


lUirch Treniinug .les Rwiltoils uml Inmginiirtcils der Gleicbung 


(1 -r = 





+ ••• 


frgcbeii (,- = r(cos7:-hi'siii<p), <></<!, » VovaUgi’mciuevuug auf komp 
in ilcr AuELBoheii AblwwUvmg ubev die Binmtiiulreiho). 

Am gk’icheii Tage wie die zulefzt erffiiiinto Ablimidlmig (j5;>, iiiimlieh n,in (i. 
wurdo (luch die Abhaudlmig (>86 

DilucUiaiiones super fontutlis, gHiftiis fiinus e( fosinn.s muUiploy/ini eii 

ubi sinnd ingenfes ilif(icnjtates dilnunlnr 


{Opem omnia In;, p. 28-^— iilO') der Fetersbnrger Akademio vorgologt. Wun: 
Sclnvierigkciten, voii clenen in dcr Cbcisc-hvia spiiebt, voni liRutigeu 

au3 ul8 solcbe kaum angcsehcu wevdeu kSiiucti, uiid weiiii aiich gcgeii die Lu? 
gild, sicli mauclieR einwciideu liilU, so eiitbehrt die Arbeit dock in g(‘H('liiclitIielu 
liclicr riinsicht iiielit des Roizes. EiiLKR gobt aus von dor I'orinol, dio 2 cor n 
= 1, 2, 3, . . . als ein Polynoiii von x — 2 cos 97 darstolltr 


2 cos nq) = — n * + 


«(«-3) 4 «(«•- •! )(«- o) 

** tit 


vH —0 


1 • 2 


1.2-3 


(6) , n{n - G)(« - ti)(« - 7) u(« - G)(n - 7)(n - 8)(n - 9) 

+ 1.2. 3 . 4 1-2-3--1.G 

Er findet es sondorbar, daft dio rocWe Seile abbricbi, sobnld dio Expon 
anfaugeu wilrdeii negativ zu werdeu, mid daB fUr eiu negatives odor gobruc 
recbto Seite, die dann ziir unendlichen Reihe wird, nicht glcich cos n(p wird; cr fr 
ist der Wert der rectiton Seite von (6), wcnii die dort steboiido Roihc als \nu 
gcfaCt wird, bei bcliobigeni «, uiid wie erhalt man cine Forniel, die cos nq) durcli 
ausdrUckt und die ftlr jedes n gilt? Um diese Frage zu boantworten, gebt Eu 
Sotzt raan 

;? = cos 93, S=C 0 S 3 i(p, 


80 ist dio so dcfinierle Funktiou s von e ein partlkulares Integral dor 


1 


m(r 


tlfr _ 


luai .iol- mis (7) diircli nociininliges Diflereiizioren (intsteheiulen liiioaien Difteientialglei- 
•/woitor Onlnuiig 


.ilIgtMi.ehiOM InLogml mil don zwei willkiirJic),eii KWunton k, (i ist 

(~ - 1 - 1 )" d- {*- - 0 ”. 

’’(Ir (Ins imitikuljiri' [utcginl 


— cciN (p g('scl/.l wiirdc, isl 


s = cos n qi, 


u = (i^. 


I 


liidi-cisoits criiiUl num nls allgomriiicB [ntcgml dcr Differentiatgleichnng (8) diiroh 
isuly. mil uidjcfilitnniUm Koof/i/.ieiitcn 


- 1 - // 


V I ' •[ . S -1 . « . 12 ■ / 

\ 'I 'd.H" ^ 4.H-12 ^ J 


iigl('iolunig mil (D) (icgibt 


W = 2 ««, 


Vonii abor iiiin Kur.r.u nus (0), (1!) oinerseita imtl (12), (13) andrerseits schlioRt 

uoa ncp — . 2" f.?" — H- ---- •* ■ 

\ 'I 4 • }> 


-I- 




«(«+3) 




riodor ^=- coH (p gcsol/t wii-d), so beachtct cr niciit, dali (9), (lO), (11) nnter dor 
iclzung [-vl ^ I gcdton, dio llcilien (12) ubcr fiir ,z\< 1 nicht konvergiorcii. Nur 
; oino pOHitivo gnn'/o Zalii ist, heben sich in dcm aiif dor rechten Seitcj 70u (12) 


ateheudeu Integral dcr Diffeientialgleicliung (8} al!e Gliedcr mit iiegativeu E 
man evliolt also als Integral ein Polyiiom in r, das mit eosHtg identisch sei: 
keiii audcres Polyiioiii der Differentialgleiduing geniigt. 

Der Ijihalt der in den Ojxra postnmu 18(J2 veroft'outliehten Abhandlu: 

/"'uodfitio insifftiis migidotu^ii 

(Opera owiia lie*, p. 28-1—311) isk in dcr Ikiiptsnche dor gteiolie wie doi 
.sproehetioii Ablmndhing (iSti. Im einzelneii siml die llbcrlegungoii etwas and 

witd noch eiuc Untorsnchuug der Potoiizreiho der Fuiiktion (l - 

a 

gefilgl. Aus BemorldJiigeii Kut.kbs in 810 (nocU dcnilichov als aus solclie 
librigeus hervor, tlaR or fichUeliUeh doch nkl\t su von seiner Lusung der 
C05>iq> als Funkiion von cos 9 belViedigt war, wio man nacli don Lbei 
Arbeitcu vernuiteu kuniite; vgl. insbesoiidcre F, 810, § 'J2-^ 02^era omnia In;* 
sagb dort bei Bidraclitnug eiiies Zahlcnbeispii'ls, dull zwar /nveifellos die bei 
divergenten lleUieii auf dor leolilen Scit(s voii ( 12 ) don riclitigon Wort liol 
nicht klar sei, wie man ilm duiaus bereclinen Ifdnno; eiii bedeiUsaniea iin 
Holies Paradoxon bleibe Ubrig. Uiul worm ur Rich iiotgedrinigen niit seiner f 
Definition dor Itoihensumme beruhigt, obwolil sie im vorliogendcn Lallo 
dnich Ziihlcmechmmg entrntet, so hclont or doeb uocluniils iu § 23, d 
Seliwierigk'ciien Ubrig bleibcn. 

Die Abliandliiiig 703 vom 2G. Mai 1779 

iUcthodus facilis hiienicHdi series per sinus cusinusvc angulornm mulliplor' 
quarnm usiis iti latirersa thcoriu usironomiae est ampUssimie 

{Opera omnia lie, p. 311 — 332) mid dio mit ilir zusanimonluingeiido, doi 
Tago spator vorgolegte Abhuiidlung 704 

Visquisiiio ullerior super seridbus secundum muU-ipla cukisdam anguli pt 

(Opem omnia lie, p. 333 — 365) bohimdeln mit gluclcliclistein Erfolg die v 
die Koeffizienten «o, Ui, ... dcr Eutwiekolung einor Funktion f{(p) in oi 

(15) f{(py = 00 + «i cos g* + Qa cos 2fp -I- Hg cos Sgi 

zn bestinimcn. Yon Smiisreiiieu ist ini Gegenfiatz ziir Dbersclint’t der Abba 
die Hede; das Fcblcn diescr naheliegemleu Tirgiinzung, wie aucli dafi Eull:i 
der Abhandlung 704, dio oiiio dcr bedeutendsten seines Alters ist, gnnz geg 


0 und w •-= — iet.)' 

fj) ~ ( 2 -H f{-^) d ■•• d-AOi - Do) + V A^)) =«o + ««t»2n + «an+ ••• 


lul ftlr p — 1, 2, . . ., — I 


" (b + l-COs(»— l)l'wA(« — l)w)+-^COSl>.-r/'(,'T)^ 

= Uv -|- H- ^/2n+v*|- ^In-I + ^<4n + r + ''^Sn- v *1" «on + v 'f* * ' * 

Dio Htiko .Soito von (1(5) licfert, wenn iiicht den geimuen Wert von Uq, so doch in 
iclcn l'’iill(;n einon gnton Ndlieinmgswort; obenso knnn cUe liuke Seite von (17) zur Be- 
iclinung’ von (v — 1,2,.. ., n — 1) beniitzt werdeii. In der Abliandluiig 704 erscliciut 
nim /.uiii er.ston Male die une hoiite so gelUufigo Darstelhing 



nr 

cos vqidfp 


(c = J, 2, 3, . . .) 


Ir die Koofiizicntoii dev trigonometrischen Reilie 

f({p) — «o -h «i q) -k Ui cos 2 9 ) + 03 cos 89 ) + 


Zuin ScbluBsu wird drtun nocli die Roihe (15) in eine nnch Potenzou von cos q fort- 
iliroiiende Reibo unigoformt. 

Jn der Ablmndlung 747 vom 13. Marz 1780 
De serkbus mamombiUhus, quibits situts ef cosinus anfftilomm miiJliplonm expnmre Heel 


■jpera omnia he,*, p. 214—231) stelli sich Kulkh die Aufgabe, die Funktion co 8 2 a;w in 
no IMnomiiilkoofliziontenrcibc*) zu entwickela: 


cos 


2rra) 1 -i- Ax -f i> — ^ h 1.2*3 ^ 


1) HinsicliUieb solcbor Uoihon davf auf die Vorleswigen iiher J}i(lem!zemevlimmg (Leipzig 
2.0 von N. F. Nbur.UND imd das boigogoboiiu aiisfilbrlicbo Lito.at.nvorzoicbuis, wio aucli aid 
1 ^iuT.UNiJSfilion Artikol Jl 0 7 doi* P^najliopffdie der math. Wiss. Hd. Us.a (Leipzig 1933 bis 


927), S. 67b verwieflon werdoii. 

LKownAnui Kui.kui Opera omnia Iifl. CommontationcB aiialyticno 


( 18 } 


eos 2.J-W = 1 - ] sill 0 ) sin u - 4 ( ' ) sin^ lo cob 2 u> 

+ 8 ( ^ ) siu'* w sill 8 w -I- Hi ('^ ) sill" w cos 'I lu 
— 32^^ ] sin® ro sin 0 0 ) — 04 ^ sin'* w cos iuo 


+ ... 

Ftlr sin '2xc^ ergibt sicli die Ueilie 

ail] 23 :o) = 2 sin w cos w —4 siir « sm 2w 

- 8 j sin^co cos 3&) Hi (^ '"J sin^ oi sin 4 o) 

Mt) sin®w cos ofo — 04 I’ln'* i’ll' 


EuLEn unterlafU nicht, die rechte Seito von (18) nnch Potcn/.on von ; 


daim mit dcr Heihe 


„ , 4x3a=* , IGj^co" 

COB 2xb) = 1 , 

2 . 4 . 


/n vergleichon. Das YcrscUwinden des Kocflizientcn von diilckl sicli 
beiden Ueihou 

2 2^ 

- sin o sin a — ■ sin® w sin So) -f - sin® w sin 5w — • • 

1 3 5 

uikI 

23 2^ 2® 

Rm®racos2® — sin^ m cos 4 w + — sin® o cos (i w — • 

2 i u 


eilianJor idcntisch gleich Bind. Zur Probe bcM'oist er auf auderom Wcgc 


■ac'htet (lie boiilon nllgeineinercn Keilien 


b sin (0 



sin 3 (d 

“3’ ' ' 


sill ft (o 
5 


IP sin 7 u 

7 " 


6-(;ns2a) //^eos<lto 

2 a"' 


COS (i CJ 

0 


IP cog 8 w 



gt, dnfi 

.s' ; - ^ lu (1 + IP 'I' siu fo) — j- In (1 “I- IP —2b sin co) 

/ — Y 111 ( 1 + IP 2 h sin £o) + -j- In (1 + — - 2 & sin w) 

her im Fnllo b -- 2 sin co 

s = i 


IV. DEE BINOMISCHE SATZ. 
BINOMIALKOEPFIZIE^^TENEOKMELN 


VoD den nciin Abhniidhingeii, die in diesein Absclmitt bospioclien werdcn soll( 
4G’G vom I. Juii I77li 

Dmonslmiio (hcorcmalh Nevtoniasi de eviAuHonc potcstatum hinomii pro casihui. 
qnihiiS cxpOHvntcs non suni nnmcri intcgri 

{Opero omnia lis, p. 207 — 21G) nieht nor zcitlich die erste; sle iei uucli von gniiz I 
derer Bedeutving und iSchdnheit. EuLKR weist einleitend diirauf liin, dalj ihin in dcni 
tuHonc^ calculi (lifferenlialis beim Hcwense der flir '.r <1 giiitigen Gleichung 

wo 

(2) «(“ — !)(«-- 2) ■ • • 7" " + 1) 

fiir den Pall eines belicbigen rccllcu Kxponciiten u eiu Zirkelschliin nnteilaufon ist. I 
Abhandlung 405 geht er uicht von der in eiiu* Potenzreihu zu entwickehulon Fun 
(l-ha:)“ 11118 , sondevii iintoi' Amialmie eines vorluufig featcn x von der aul' tier recliton 
von (1) stcheuden Itcilie, die er als Fonklion (p voii « botnichtet. Als bekannt darf ei- v( 
setzeii, (lali ftir gunzzahliges « = « >0 

(3) V(«) = (1 + a-’)" 

ist; aiilierdeni bewoist er, dali die Funktioii 9 i(«) der luinktioiinlgleiehimg 

9»(«)'P{y*) = (F(« + A) 

geniigt. Mit leicliton Bigiinzuiigen der EuLKUschen Oberlcginigen iicliliobt man an 
und (4J, dal! lilr a'."<l imd die reellen « 

<p(«) = (1 + xY 


sola mul!. 


Droi Jahre nach diesein Kelir scbonoii Beweiee fur den all^omoiiien binomischuu Jjohr- 
jab KuMCti in dor am 20. Mai i77f> der l^otorsbui-ger Akadomio vorgelcgton Ahhaud- 
B37 

^ova ihmonstratio, quod ewlntio potcsfaium binomii jV/;irro.v/.t.v.i 
t'dam pro exponantibus fraclis mlcut 

i omnia lie, p. 112 — 121) einon zmdtcii Boweis, dcr als iniflgfltlclct Iiezoiclniot woidcii 
iSrHoii die von Eui-KK als solltstvorstliudlicli goinaelito Annalmio, daB (l-l-.f)" in 
loilie 

c< 

a 

koln liiBt, bedihfto einos Bcweiscs, obonso die Behauptting, dafi alio Koeffiziniiten 
> 0 don Vaktoi- « halioii. Eulkii machl daini don Ansatz 

Qo 

(1 - 1 - ^ h^x* 

0 

icht aus don Gleiclmngon 

6. -H O.y-1 (i' == 1, 2. 3, . . .) 

rni dor Kooffizionten (iv abziileiton. 
n dor Ablmndlung 743 vom 20. Dozornber 1779 

Do serio nia.vime inemoruhili, qua )}otesi(ts hmomialis quaccungne exprimi polc.s/. 

omnia lie*, p. 1G2 — 177) macht Eulkk ftir (1 + .r)" oinon gan/ andoron Uoibon- 
namlich 

(1 + a’)" = A d- ciJi -\- «(« — 1)6' 4- (« + !)«(« ~i)D 
4- (k 4- 1)«(k — 0(® — 

4- (a 4' S)(k 4- - [)(« - . . ■ 

)ie ICneffizionten A, B, C, I), ... sind Funkiioneii von x, die EuLKR best.inimt, indcni 
(6) uaebuinander « = 0, 1, ~ 1; 2, — 2, 3, — 3, 4, — 4 usw. setzt. (Einfacber und 
htlichor ist os, ciji bokanntes anf Differonzonreebuung beruhendee Intcrpolations- 
on zu bonutzon.) Das Ergebnis ist dio Koiho 

I .. I ~ 1) , (c 4- !)«(« ~1) ^ 

+ ^ a; 4- — j .2 ■' fT^.! 1+^ 

(« 4- l)«(« — 1)(« — 2) (« + 2)(a 4- I) « (a ~ l)(« ~ 2) 

_[. fTaTyri ( 1 '+ x)’* r2-3-4-5 “ " (l + a;)^' 

4 , 


*\k fill « — 0, tI. 1, i 2j ±3) abbrieht, im iibiigm fiir konvergicrl 

(ler nber vou vonilieieiu lucht feststebt^ daB ilir Urenzwort (1 -}- x'f ist. 

Dies? bewcist nun EirLKR hiiiterher auf goistvolU; Wcise. Er sotzt 




1+^r 


erhalt. so filr (5a) die Snimnc der bculon JReiheu 

= 1 ■ I (K+l)B(ft-l)(fl- 3) 

^ i*2 .1! 

, («-)-2)(tt+l)«(K— 1)(«-9)(«-~3) , 

Gl" — - + 


iind 


H = fix 


(o4-l)«(« — 1) ^ (ft + 2 )(r - t- I ) « (« — 1) (« — 2) 

“ TT? — • - - 


mid zeigt schlieBlicIi (sogar auf inebrere Weisen), dal5 

^ (I + - ( H- xy-“ 

x + ‘2 * “ “ ' a: + 2 

inithin 

ri + It = (I -I- xY 

ist. 

Die (ibrigcii seohs Ablmndhnigeii, aul‘ die in dieseni AbKcliniti Iiingcwicfieii ini, 
deln iiicht sowolil vou der kunktioii (1 + a;)** «!b von den Einoininlkoefli'/iontoii 

«(ft — 1 ^.^. (« 2 ^v+ 1 ) 

' vl"' 

Kiir clicse fiilirt Eulkr in der am 13. Mai 1776, also nngoiahr gloicbzeitig mit dci 
wiihuten zwciten Beweise der Gloicliimg (1) vorgelegten Abbandlung 675 

J)e mtyahihhiis proprie^aitbus uncianim, quae in evolidiune binoDiii ad poteslatcm 

quamcunque erecti omimint 

{Opera omnia lie, p. 628-5G8) das /.eichou [-?] oin, das sicli von dem liento (Iblichon 
Tast nicJjt initei-sclieidet. Er loitot Forraelu ab wio 

(:)+(.:, )-cr) 


(li) 

^ f . 

\r/ + II J \|) — q / 

Alls (()) folfri, fiir p - 11^ 7 = 0 folgcudc mi dio Sjdt/.e der Abhandlun^ gcstcllto Glcic 


17 ) 


.1 - 1 - 


n (' H V- / // V { /2 n \\ 

,) + (J + lJ-' •••(=( J) 


2 • (1 • 1 0 • • • (4 — :3) 
I • 'f - ;} ' n ~~ 


din dns mil-ffcInilL ntwiK Voi'hKi/fnfides Imt. Filr (7) ffiht vr 

oiiicii nndorcii hCihsclum Iknvols, der sieli aiif Uberlog-img-nn dor Walirschoiiilic.lilcoiLBroch: 
priimlol, 

Kiri.icu oi'konnt, diiB das Proiliikt auf dor rcclitcii Soito von (7), win luich dor i; 
meinorn Ansdniclv (0) sieh (lurch IhdHfunktionoii ausdrlickcn liiBt; so fiiidet ei ■/.. Jj. f(i 
din Iidoffraldiirsf-ollimg- 

(«) ■ V ’ . 

('/ h - * f/x 

u 

die daiin hint.erhor erlaiilih, die auf dor liiikcn Soilo. von (6) stelio.jidn l''ujil<liou von j), 
aucli fdr solcdic Kiillo /u erklarcii, in doncii p, ij, n koine positiveii giiii'/cn Zalilen ; 
woliei tV(dlieh noch von ICluJClv niclit ausdriicklicli horvorgohobono I'linselirnnkungen w 
do,r indglichou Divurgeii/. dos Inlcj^nils (8) /.\\ maohen wiiren. In dcni hosomleron Pallc 
itiif der linknii Soiio von (7) Aiehondoii yaiiiinc ^>(«) orgeben sinli ]‘in 
iisw. Werte, die /u ' in ratioualom Vorhaltnis stehen, B. 

’ .T ' 

7t * a ‘ fi ' 7 1) ■ 


Ei’r.KK fragf; aneb, u’clchc Boziolning y.wisolien n, p, q statfc/inden nniB, ivenn das 
tegral (8) in gosehlnssenor l‘’orra auswertbar scin soil, uiid or fiiidcb so im Fallo q 
7} = 1 — n aiiK ( 7 ), (H) (ILo folgondo Uciho 

-n“’ n^(/r— () -1) [) — ■[)(»“— !)) sin 

!• ) ~ I 1 . :f TT’iiTTj i: 47cr. 2?i 

die fur alio VVerto von « konvergiert.^) 


1) Ober (lio Eiildnckiingsgoscliiclil-o diosor Formol iind illinlic.lioi siolio I''ncnlclopnclie 
Wisse.vschaf(cn Ila.i, Leipzig uiul Jkirlin 1909 — 1920, S.35. Vgl. nucli dio Aninoikiing S.I 


Die A.i 5 bamUt\iigGu 584 vom 2. Septeinbtr 177{i 
Be insignihns 2 )yoprk((ti(hHS tinciunim hhiomt wf? quontvnis 2 Mli/}iomiorn 

{Opera o»n!Jff Ii6, p. — 020) untl 709 vom 6. Jnli 1778 

[)(i evoUdione jiotesiatis poliinomialis cainscimqiu- 


(I -I- a- -h 'I' 4- gIc..)" 

{Opera ]i6*, 28—40) besc.lulftigeii sii-.li mil doii Kocrii'/ioiil,(’ii (let lioilio 

1 -1- «lfl; + «2^‘^ 4 -I- • ■ • 

fiir eirie Polynompoteiiz tier Form (1 4 ■'* -H 4 (}i bcUcliig vcoll); 

Be/icliitiigpii v.u-isck’fi (iiestin Koeltizieiilmi g-(ifiiiiilen, tluriiiiter Vonillgenniiiici 
(()) uml (7). 

Ill der Abhnndliing* 003 voin 30. Scjitcmbor mC) 
l^cnior cxfmitio Mrimnn illamm i)ir»iorabiUnm, qitaorr. uncUs potcslnhun hiwmi 
{Opera omnia ho, p. 103—234) wirtl der ZnsixinmDiiiinng zxvisDlmn Uoiben tier [ 


+(:) 0 +(;)(';)'(:;)(; 


4- 


uud iihuUcheu Reilicu eittci'twtils luul dor UcOifuiiktiou atiiloriii'Ni'iffi vortioK, iit 
ineiiioi't; eiii iiimcr Boweif? filr (0) win! in der AlihiiiHlluiig 72(! vom 17. Soploii 

JJemonsO-alio insif/uifi thcoremafis niimcnci circa wicias polcslnlnm binomii 

(Ojicra omnia Iic% p. 104—110) horgoloitot: von dom I’roduklo 

V ‘ \-eJ 

wild v.uerst dor /.woite Fnktor imidi Potoiizoii von oiiLwIckt'lt; diiiui wird 

Prodiilct in oinc Ueihe nneb Potoiizeii von 3 iiingeordnol; docli iiimml. JOiilki 
roicliendu IJcgrliiidnng deii zuiiiiclist iiur luit-or Beschrunkungen Tilr q, n gilll 
allgcmoincr in Anspruoli. 

In der Abhaiidlmig 708 ciidlioh, dio nm 3. Do/.ombor 1781 doi- Akiuloni: 
wordea ist und die den 4’itel hut 

Be wteiis hinoniii eartanque hilcrpolaiionc 

{Opera omnia Ii6», p. 241 — 266), geht Eui.ick von dor I'llr gfiiizi! positive n, q o 


I (^mul fill- Ijpliebige rcelle n bci gunzeii q>() leicht m bestlitigeiiden) Formel 

1^*0 = - - 

ud veiwciulot Hio, um das Zoichen allgomoiii filr roellc n, q zii ilefi7]it‘rpn. Er 
Siltzfi Jib wii: (U(!8un : 

Dio Au!?(lrilclci! 

I I 1 

-- xy-^dx • 

0 0 b 

II iliron Wert, nicht, wonii man die liuchstaben a, b, c nntcrejuander bolieiiig vortiuisclit. 
irdcii auch Fonnelii angegobon, \velehe die Berechniing von aiil’ die Fillle zuriiclc' 
1 , in deuon p und q '/wifichon 0 nnd 1 liegeu. Aneli wild der Verlauf der auf recht- 
ige Koordinaten x, y bezogonen Knrvon y= t'tir g^uzzahligo Werto von m nntersucht. 


iNfiABOi Eui-khi Opera omnia lie* Commentationes analyticae 


k 


V. BESOl^OERW RKIHEN UND FUNKTiONKN 


In «lor AMmndlmig 72 

Variae obscrmfionca circ’i .vij/it’s intinilas 
(Opeid omnia In, p. 216 — 244), dio EuLKit am 25. April 1737 ficr i^ctersburg 
vnrgolegfc luit, bestimmt fr iHe Sinmneii sclir merlcwiirdigtir lioihcii dcr Form 


ec 



wo dio ganzo (positive oder negative) Znblci] siiicl. Den Aiisgaugspuiikt 
Roiliensniiinmtion, die Ciiu. GrOl.DBACll brieflich an EuIjIiR sanit Koweis mitgn 
nitmlicVi 






111 I 
8 If) 2-i 20 


Dev Hftwcis heu»itv.t divergcntc Ueihen, Islfit sicli abor mit ErhaUnng des Gn 
ricUtig ttiachon, wie Uberhaupfc alln lOrgobiiisso dicsor Ablmndlung 72 ricbtig si 
lichen Uberlegnngcn wio bei (2) leilet Eulkh nocli woitcro Rcihcnsnmmon abj 








+ i 1 4 I 4 
If. ^31 35 



;isa,vifl 


^log2 

72 it — 'l')* — l' B '2-{ 7h 80 

=- 1 — log 2 

1 16 ^ 63 ^ 80 ^ 266 ^ ()2-l ^ 

_ 7 

■"4 G ‘ 


l) Vg\. dio Aimarkttiig Ih, p, 216. Wmtcro Litoralur Uber diose GoiiDUAOH 
vcrwaiultc Roilicri, siolio EtKykUiuitHe der math. IK/.sj., lid. ITj, S. 180, wo ilbrigmu 
RAcii nocli Eijlku enviihnl wird. 


Iztc (liosei Hcispielc war jiiuih von GoijDiiAcii inilgctcilt wcnchni, ohno 

, fiir (leu ilia von i!uii Oloifliung 


[. 



^tn xweifcn Toil dfr Alilmjuilnng- 72 IcitcL liri.Klt uiulav Ucilwn dor i^’orni (1) ah, 
iimalir dio a, Prlinztihlon shid odcr ilucli (Ua r’rimfjiklorenzorh’ginig' der a, nina Hollo 
]']r bewoisi zuniiolist die Rpilterhin fiir die Tlieorift der Uii:m,\n.n nehcii Zctai'nnklion 
iclitig gftwordene Idenliiiit^; 



/\ die Prim/.jildou hedeuton (;>i ~ 2, ^ /)■) Tj, ...). Da or den VVerfc der auf 

k(Mi Soiie V()ji (B) fitehondoJi ['’iinktion 5(*‘) fiir ,s = 2, 4, (i, ... kcninf, gclangt or zu 
cried von vieden dncndlichen Jkodiikien, x. R (7'lie(iroinu f)): 
hingi nmii fiir u ~ 2, 3, 4, ... die [’rimzaldquadralc p; anf dio Form 

= 2 5 , + (2 (/,, -i- 1) (also U = 4 -|- 25 - 12 -|- 13, 4ii = 24 + 25, . . .), 


rr2,i, L 

K‘ 


t> i3 25 fil «5 145 
4 ‘ 12 ’ 24 ’ f.O * H.\ * 144 


3 

2 ’ 


Tlieoreinu 12): Zerlegt iimn i'lir i» >, 2 »lio Frimzaldeii in zwoi Sinntnmnlen r, |- a,., 
}ill\’riniz |i>\ — >•, I --- 1 ist nnd von denen /*,. eiuo gennk', cine inigerndo Zalil ial, 



^ 2 4 « 6^ 8 10 12 

1 '¥’ 3 * 5 ' 7 ‘ 0 ‘ Ti 


= 2 . 


Icrcn von Eui/HR niilgeteillen Rcihensuramcn ist Kciii Ikwois imvollRtlindig und knnn 
t Uofer liogpjidon (Jberlcgnngc)) der Friinzablcntheorie, fiir die dicse Iloibcij von De- 
f goworden sind, riebtig’ gonmebt werdcii; hierzn gelioren dio Sunimationou") 


W = 1 -[. .1 

}' 3 


1 

5 



1 

11 


1 „i 

13 15 


+ ■■■ = Y (Tlieoroina 15) 


) Audi hilroduciw § 283 {Oi)cra o»i«in la, p. 299). 

) Vgl. F. Landau, JfandOuch der Lchre voii der Ve.rteilu»g der Primzaldoi, Leipzig und 
^909, Jid. 2, 8. 571 imd 673. 


uiul 





J 

•i 




1 ^ ^ 

5 '* (V 7 8 


' + ' 
II iO 


0 ('1 


[Diiboi ist A(l) 1, A(*») = I— 1)' fCir uin nm q Primfaktoreii (iiiulniaclie m 
/.usnniinengesehtes »»; x(j») ist N«U Jiir ger^ules a, 1 fiiv v — 4fi-l- 1, — 1 i 

Don Scliliilt tier A.blinndlinig’ VJ bildel nine liniiinrkinig din i 

Sclireibwnise etwn so fassen wiirdo; 


^ logIng.(;-| D(n 

/'.<W 


(vgl. Landau, a. ii. 0. Bd. I, S. 102; [a;] becloutet in dieser Formel die grdfUn 
gauze Zahl). 

Ill der Abhaiidiimg 247 

De scricinis dhergentibus 

{Opera omnia In, p. 585 — 017), die am 27. Oktober 1740 dor Borliiior nii 
1753 der Petersburger Aktidcinie vorgelegt. wordon ist, setzt liluincR ausfiih 
driicklicb soino Meinuug fiber deii Gobrnuch divorgeutor Koilien ansciuniidor 
tber diese grundsalxdiehen Frageii wurdo in dnr Einleitung diesor Lb 
lich berichfcet. Es bleibt daher nur noch ilbrig, auf die besondorou Beispinio 
deuon Eulkr in der AbhanAlnng rfc scriebas dirfD^entibu.s eeiuc nllgonieino T 
Noch ehe diese Abknndlinig 1760 itn Drncke orsohienen war, invUo c 
tniiones calculi differcnlialis'^) dureh dio Substitution 


X — 




z = — 


2a; 


1 + rc 


die Reihe 


a,.;r* in eliie Roihe ( 


transforniieit, und er hatto bemerkt, dafi die Hoihe b, konvergioron 
® 0 
die Reihe a,, zu konvergieren brauchfc. In solchen Fiillon betraclitot er di 
0 

Oft M 

^ als Sumine der divergenten Iteiho ■ 


1) Pdrlia posterioris cfipul I: De tmnsfonuationc soierum; Opera omnia Ii 



0 V 

anminicrt «',.nl«i, l„-i„„i.,i, iinil vei»i.e).t os <!«,.„ n,,f ,lie cls.i Imuptsuclilichen GegcuBtaiid , 
Abliaiullung 247 l)ildeiulc. liypergL’cutietrisdie 

1 — I -I- ^ — 1) 'I' 24 - 120 -j- 720 

air/.uwmuteii, du' er uIr Wort dei* I'niiklion 

(-^O ■ ■ ~ '!■ 2 ! 37* _ ;j I _|_ 4 1 ^6 _ 5 ] 4-6 .j 

dor .Stcllo .r - I nmwht. Dn or (wiw niiB hcute nidU vvuiulern kann) zu keinem Erfo 
irohngt.^), hotnu-hict or dio Jteihc (4) als Wort filr .r ^ 0 ouier ganz anderen Funktir 
niimlidi ids Sunmio dor [iitorpolutionsrdlie 

'pG-c) - I -(■ (.t - l) -t- (•■>: - l)(.r - 2) + (s.- - - J)(.T - 2)(a' - 3) + . . . 

t'llr .r = 0. Kv Inldot dio Worto 

1 1 1 
cp(iy 9) (2)' 9.(3)' 

imd vorsucht imdi doii Uogolii der DiftcrenzeiirecbniiDg die Ftmlction in eine lute 
polatioiiBroilio ^ 

^ -I- O'; - I ) -1- e* {x~\) (a: - 2) + c , {x 1 ) (.r -- 2) (x - 4 - • • • 

J) Wfigoii (lioflor TU'zoiduiung vgl. S. XLl. 

2) AllordiiigH golangi, Eui.mk zu ilor Ntthoruiig 0,68 dos riclitigen Weitos 0,596...; ala 
Ijoi andoror Anovdming dor Reclirunig, inabesondoro, woim or dio Lonutzte Roihe an einer spStero 
odor frillioroM Stdlo abgolirocimii hiillc, wilro dio Anniiliorung scbleclitor ausgefallen, so daB di 
Vorniiiliing orlatild ist, dio gofaiidouo Nflliorung soi nicJit unbooinfluCt durch dio ICenntnis dos at 
andorom Wogo (vgl, oboii (8), {9}) gofnndonon ncldigon 'VVertes. Euler bozeiclmet selbst dies 
soiuo orsto Mctliodo als nichl. roclit gooignol (non satis aptam) fUr oino gonauoro Bereebnung. De 
aoobon gomacld.o Einwand gilt auch fih* dio boiden niicbston Borecbnuiigen, welcho dio obon mi 
<p{x) bo/.oiclinoto Funktioii bonnlzon und ungonilir die gloiobo Geuauigkoit wie dio ovsto orreicben 
I'-ui/Kii Holbst hat sicU dioson Eiiiwand gomacbl (vgl. Iii, S. 600, ersto und folgoudo Zeilon) uni 
soIiHoQHuii aucli dio boidon von (p(x) iliron Ausgang nebmonden Wego voiworfen („faaoo mothodu 
non satis oni corla“; „1 joc raodo neqiie satis tufo noquo satis commodo ad cognitionom valorfs J 
pnrvoniri potost"). 


7 ,u eiitwickdn. Die Hoffnimu, *Ieii g«sui-liien Suinmenwert der Reilie als dr 
rechten Srite voii (fi) zu gcwinneii, sclieiterf fin tier Divcrgoiiz tier Reilie 
ergeM es beini Vereucli, Ing vC-f’) statt in Miie lU'ilie der I'orm ((>, 

Kacb dicson I-'elilschlogen kehrt J^l'LKR wicdei zu der Reilio (5) zuriiclc u 
sie forma! der Differentialgleicliung 

I 


(Is s 

f7.r 7 




genUgt inul dafi audercrseits 

- I* C 

(7) - c* / — • 


lit 


das fOr :c = 0 vorsehwiwdciule Integra! dicscr Diilorcntialgleiclmng ist.*) 
nnd (7) x = 1 set'/.t, komint Eulur '/a; der CUeichuug 

1-1 + 2! -8! -1- d! -5! d- 

,J u: 


Das aiif der rccliten Seito voii (8) stolicnde Integral liereclinet or lu 
trapezvorfalircn, wobei er die Strccke 0...1 in 10 gleicbe Teile ledt, mi 
donen vier richtig sind. 

Zn einor zweitcn Summierung der Reilio (ft) gelangt JOuLiiR noch ai 
sebr merkwlirdigen Wege: Et crkeunt, daft diese dWergeute Reihe Rioi\ ci 
den Kettcnbnicli 

X 


.1 + 

1 + — 


1 + 


)ix 


(S>) 


1 -h 


'Jx 


1 -H — 


'li X 


1 + — 


3 X 


! + 


4 r 


1 -h — - 

u X 


J) DaC taisiichlieli lim ^ — = 0 ist, wird von Rui-kk niclit atisdr 


z-vo 


folgt aber loicht aus dar sog. De L’KosoiTAnschon Itegol. 


ucKHcriMi iMincnin/^swt'rt 


0,59);iJ473(Jyj;i7g, 

dvx lulf noun Df./inmlHlcUru n(jliti|r igt.') 


'Aunt dov A Itli.iiudniig 247 vcrallgemoineit 

unil KoLUMibniel, (<)) gofniKlom- llcziohung, indein 

K(!l tdubnicli 


liui.HR (lie zwisclieii der Reihe ( 
IT /eigt, ilali der koiivergei 


IIIX 


( 10 ) 


(»i •{- «)•»* 
2 w a- 


1|. 


1 1- 


(»K + 2«).r 


I 


‘6»x 

1-1 + 

J + " “ ’ 

^ n- • . 


Mjd'li I’olcNzcN Vdii (‘ilUvIckcR die divergcnte Itoilio 


1 ■ - 7}i.v -{- m{ui 4- «).r'^ — w(w 4- 4- '3n).r^ 

4- m{}» «)(>« -h 2 h)(w 4- 

li{‘l(!rl. Kr H('l/.l. inKl)OHon(l(’i{^ ni --- I, h — 2 , a* ~ 1 nnd bestimmt durcli (l(;n sicli so ergobeii 
d(‘n Well, (les Kidlimbriudis ( 10 ) die Suniino der lieilie 


I-- l4-l•A-l■:^^H-l•l^^).7-l.n.^).7.o + ..• 

/.u OjOnriOB. 

Dio Uiileifliieimiig iIoh /aisamniciiluMigR zwiseheti dein Kctfonbnich (10) und de: 
Ri'ilio (11) will! wiedio’holi in dor Ablitiiulhing (UG vein 11. dnnuar 1776 


!)i‘ iransfomadone send (Uvergenfis 

1 — w/.r 4- »i(m 4 - «).r2 ■ ■ 4- u)(m 4- 2«)a® 4- »i(»i 4- n)(»i 4- 2n){»i 4 - — etc. 

in fradionem contimidm 

{Opau omnia Im, p. .'M— 40). 


i) Vgl. Jnsdiidioiics natcuU ilijTerniliaUs, partis postermis caput I; Ojwa OHinia Iio, ius 
bftsoiidoK' aiicli die Aiunorkimg 2, p. 226. 



(In eiueiD Anhang- zti dieser Arboit wird der sc)ic Kuttanbrucli i‘i 

1 


1 + --- 
2 +- - 


26 


2 + 


•19 


in did Lfiunis^ sclie Beilia 




i-i + 4 


\ ' 9 ' “ 


nmgeformt, als dercn orster Entdecker luit llecht GnFOOUY gonatmt wird.) 

Die (Irei Abhaudlungen 326 vom 21. Dezoinber 1763 

Obso vatioties amhjiicae 

(Opera oiimki Iis, p. 50— Ril), 551 vom 18. Mai 1772 

Varia artifida in serierum inddlem inquircndi 
(Opera omnia Iis, p. 383—399) und 722 vom 17. August 1778 

Disqmsitmies anahjticae super coolntione poiesiatis irinomialis (1 -|- x -\- xxY 

(Opera omnia Its% p. 56 — 103) bclmiidelu eine und tlicselbo Aufgabo, nilralicli dio fo 
aoi der Koeffizient von x” in dem Polynome, das gkicli (1+ «• + iet (n = 0, 1, 2, 
j7„_v sei in dein iiiimliclion Polyuorae der KoefHziont von a:”"’’ (und dainii /.ugloi' 
^ ^ — ^0) ‘^•'5 liandclt sich danii dariitrii wolclio Funictionoii dargostcllt wordoii 

dio Keiiien 

0 » 00 

0 y 

Das Ergobnis, dns sioli vnltstandig sclion in der orston dor droi genauntcu A 
Ihidet, lantet 

00 

1 


2-, 


0 ‘ |/l ~ 2* — 


CO 

2 ' ft. -.••^■ = 7/ 


] 


y\~~*2'x—'6 


1 -rt - i'l ~ 2 '.t— 8"a;'A' 


2:r^ 


In dioser Arbeit lost EuhKit auch noeli folgondo allgenieinero Aufgabo: Wole 
'vciiu der Koefiizient von in dem imeli Potcuzeii von a.' outwickelton I'o 


1) vgi s.vn. 


Dio AniworL limti't: 


' yl ~ 26x — -1 a .r- 


l)i(! Ijoidoii iiiiihiri'.n Arboitoii OHl uiiil 722 bringun kdiiie itoueii Ergebnisse, unti 
Kclu'ifloii Kich uImm- f la's.nidorK 722) in dcr IJoweislulirinig von 320. 

ill lion dnd (‘I'wiilmtoii Aldunidlinigoii stcvkt vicl b(MvuiideiJi8wi.'itei' eidit EiILtRscli 
SchiufKiniij CH ini iiicdii' lur/unidnnon, dnli nntor don liciitigcn Mniliemntikcrii vide find 
goiuig Kind, nil) dio SiU/o von 32fi licwoisoii zu koiineii. Wciiii ti'otzdiiin diose EiTLKRschi 
(JiitorKndnnigon koinon (Mnt/, in dvr GvKvhivIite dvr Mnilienmtik gufniidcn liaben, so liegt 
diuiin, diili .sio nliKi'ilH niiBor /nsninmvidmng iiiib doii grolion l^rngon dor Wis.sviischiift stohi 
iind daiiL’j- nivlii don Eindrui k viucr .‘sehr geistroiehoii Spiolorci mncboii. Den gloicben Ei 
druck )nii(d){i’ wolil oin •juhrbnndvrt king die ini liuhre 1740 in dor Bvidinor Alcadeinie g 
loseni!, /ibvi' vik/- 1708 gcdriudclv Abliaudiuiig 3o2 

Iieni(0(jH<'s sur loi hraii l apporf cnlrc les scrie.’i dv.s pidssmiccs fant directcs quo rccipyoqnes 


{Opera omnia iifi, ]). 70- -00), bis dtimi UlKMANN in soinvi’ berilliinten 1850 in den Monnt 
bmiidifun doi' Ib'idinui' Akadoinie lUKcluonenen Arbeit 


O'hrr die. Annahl dor lYnmahlen milcr cincr gegchenen Grofic 

(VVorko, 2. Anflago, («oin/.ig (802, S. 145 — 153) oline Konntnis dor EuLKUsdieu Abimiu 
lung') don gioivlu’ii (.logonKliunl iiiilgriir, dvr von da an iniiner niolir in den Vordergnm 
imitlu'.mat)Kidivr k'oiHcluing nn kto. Dus Ergebnis dcr Al)l)nud!nng 352 ist die Funkfinna 
gloicbnng dvr Fmikiion^) 

eo 

&(■■>■) ■=^’' ;> 1 2. + 3 » + :,* + ■ ■ ■ 


J) Anf dio gnnz vorgnssvno IjOisUmg Kni.nus hat orst im Jiilno 1894 C.uikn im Iknd 
lla dor Ikirisor AnnaU'n dc ItU'-oh mrnude nufmerksam goinacht. Hvrr E. L.\ndaij bat daiin ii 
Hfuido 73 dor /iifdiof/iciut niid/ainniica J006 — 1907, S. 60 — 70 auf din groilc livdnntuug dc 
I'iuMnisebon Abliandlung 352 biiignwioson uml dio Ein.nuscben Ansflt/o liiiisiclitlicli dor Strong 
dor JiDweisfillniing orgiin/.t. Tlviito kaini mnn dnssolbo schneUcr orreicbvn. 

2) Lfntor ^(.v) in3go gjur/. iJii Sinno Eunuiw iiivht nnr dio auf dor rcchtou Soito dor obige 
rtloiclniiig stoliniido Uvibo, sowoit sie konvorgivrt, voretandon wordon, sondern zugloich die diirc 
xniilytineho l-'ortsutzung diosor Hoibo sieh orgobondo moromori)bo I’liuktion. Kboiiso bedeuto (p(s 
lio durcli dio Koilm auf dor rochloii Soito von (12) dofmierte gauze Eunktion, gloicliviel ob fO 
(•l oNiiAKDi Kui.kki 0|)oni 011111111 fi'i* 001111110 ) 110(101108 iiiialytiviio 1 


ocltii eigenUich tlie dfimil gleielibeileutniile Pimktionalgleicbuug der I'uiiktion 

(i^i >p{s) = Us) - £(.s} - (1 - -2^-)t_{s) =2‘ ^ ^ “ U' ■'■ " ■i"’ 

Diese Fuuktioualgleicluuig lautet 

(13) 


.^(1 -5j 


(p{s) 


(L>*-> - l )7t* 


.laljoi bedeutet fs — Ij (tie Klt.ekscIir Hpiiter niit r(s) bo/eichnotu Kmiktiotid) 

Der KuLDRscLe Gedaitlcciigang laOt sich in lieutigor Ikzeichmmgswoiso otwii 
stullcii. 

DnB 


(I3a) 


,p(2i-) = ^‘ 


(2A-)! 


,2 k 


ist {k— 1, 2, 3, . . .), liatte TOulkr schon friilier bcwiescn fs. <len 1. A l)K(;linil.l. die 
riebtes). Amlrerscits erhiett er liir a* — — A* {fi --- U, 1,2, 3, . . .) divergent^ lloiliuii, 
suminieren koiiule^): 


(t4j 


u 


A- 4- l' 



(A - 0, 1 . 2 


Dfibei witr die linki? Seitc von (14) zuiuiciisi erkliiit iiIb Wert t’llr .r -■ 1 do 
die Poteir/rtnho 

oo 

(14a) 

0 


ilefinierton rntumalen Fimktioii. Dn sowohl fi;[\) wlo duroli (Uc divorgonl 

nuf dor liiiken Scito von (14) tlnrg-eslelU werden, ei'scliien fllr dio (,l 

— (p(— h) solbstverstiindlicdi; der in Wirkludikcit iioLwcmligo llewiiis orgibt hI( 
daiaus, (k3 eiuereeits dio ganze Punkiiou 9 )(a-} flir jcdcii bollebigon AVorl. .s ineh 
fuv s — — /c dvuxU CkiSAHOsche Svnnmaiion ans der Keiho auf dov verldon tScito ^ 
boreclinot wcideu kaim niid <lnB aiidei-erscits /*(!) au8 dor Rcilio aiif dor l•(udlloll IS 
(14a) init a: = 1 nach dem glelclieii Verl'alireii gewoniion wordeii kaini. 


(dnon govado angononiinoaon Wert s diese Reihe konvurgiort odor niclit; imd fk{ic) sol dio 
Funktiou (init Jem Polo — • i), die ftir |a;i<l din-ch dio Pol(iuzroibe nul' (hn- roclitoii f 
(14a) dargcstollt wild. 

1) Vgl. S. XI J. 

2) Vgl. S. XXVlil, wio auch S. XUl iiud dio Aninorkung 4 dasolbst. 


Diu auf (ler rnohteii Seite voii (14) ungcgebmieii Zalilciiiwcite fi'ir /fc(l) = 9 '( — } 
iiatto I'jL'LliR ill tloii Fiiilen I: — 2, H, . . (i ziuiiichst iliuiui-cli geAnuIoii, dnfi er die Fnui 

tionen fk(^) wirklieli bildele, z. 

... 1 ~ hlx -I- 302 .K* — 302.r3 -f- 'u ar* - 

_____ 

iind a: — I eiusctzte (Iis, }>. 72, z. T. boIioii vorlicr Insf. calc. diff. partis 2 >osterioyis capit 
()})(ira omnia lio, p. 217). Um aboi (14) allgmncin liir jedoa gauzzalilige Jc> 0 zu iioweiflci 
selling or in K .‘352 oinon anflorordeiitliclt knliiieii AVeg ein: ICr seUfe in dor I’orinel (2f 
voii 8. X f{x) = woilurcli die roclito Seito y.u einer riuliicbon Suinnio ohno Uestglic 
wild; daim wiihlie ar n = 0, /i — 1, lielJ links Mi unend[i<;h wcrdon und rcelda alles wc^ 
was VOII ?> = a -j- tnh, d. li. also von m abbing; so bekain ci (14) aiis jencr Forinel (2a). • 


i) In don Inslitulioiics calmVi differendalis jjrt»7i.s posfcrioris caput I {Opera omnia Ik 

CO 

p. 217) maebt Eurxii, nUKlukin I'l* erkannt btiUn, daB die roi(unon1.i'n koilion (— i-^j 

0 

rationalo fdr a; -- I ondlicb blcibondo Fnnklioneii dar.slollon, oinon ilowi'isiuisatz, dor zwiir uicli 
zu doni allgom('inon CloHotzu (14) iillntn, abor dock erlaubto, dio lloiliou (14) fih* jodog oinzoln 
k 7.U Hiuninioron. I'lr zuigto: dio TcUsnmmeii »S7= iX S^— I*-— 2* ihw. dor Roiiio (14) la;!St' 
sich niitfols oiiios goa'iss'oii Polynoms /*(.«) voni Giado k so dfustolloui iS'„ = Cjt ^ i\(M), w 
Ok oino IConstantu ist mid da.s oboro Zoiclioii fllr goradcs, das iintoro fiir ungeriidos n gilt. Eule 
. scliliobt min so: n ~ oa ist wodor gonido iioch ungorado, also ist iS'„, d. Ii. dio Snmmo dor nii 
ondiichon Koilio (14), gloieli 6'^.. Dor Kiii.iiasclio Ansatz liiOt sich loiclit zu oinom vollou Br 
woiao voivolfstiiiidigon: 1st, (pic+i{a:) das BnttNouLLrscIio Polynom doi' Orckutng /!• -/- 1 , so is 
oflbnbar fUr goradn n: 

- 'n- M (« -1- 1) - a*' "Vt+i ( !] + 1) . 

fllr ungorados «: 

H- l) — 2* '-Va+i (v + "<y) ■ 


Boniilzt man zur Umformmij;- dicsor Gloicliuug das Hogon. Miiltiplikationsthooroin dor Beunoui.li 
schou Polynomo {k > 0) 


'rAn(^) =^= (1) + 9 >*m (o + i)) f 

so orlililt man dio von Eur.int gcfundono Gloiclumg filr S„ in dor folgondon genauerou Fonn: 


wo wiodor das olioro Zoiclion ftlr gorados, dus untero fdr ungorados n gilt. Man crkoniit loich 

^ 2*: + > _ 1 

daO hoi dor Bildnng dor HoLOKHsehoii illiilol dor Sn nuv dor ctvslo Suniinand 
von Bedoutuiig wird, woraiis (14) folgt. 


1 


Die filoichiingpii (13a) uiid (M) i’iir die Finiktioiisucile qo(2A) ui 
dio Uicbtig-koit. der Kiiiiktionnlgieidunig (Vd) Uiv s=‘2, 3, 4, ... Dauii 
beideii Scilen voii (!3) iiucli cIcM Clmizuborg-ung- a —>■ 1 iiiul iiiulcf so 1. 

iT, ^ ebrnso findftfr or beiderseits dundi don firejiziibeigniig s— >- ( 

Nnolidcni so dio Kieliligkeit iler (lleiclutng (13) iiocli filr s 1 mid s ■ 
wird sic luiltels der bektimilcn fUr dio Gaiiiinnfmiklion geltoiidcn Glcicliii 




Att 

sin A 71 


md' alle gaiizzfdiligon s Oj ansgodolnit. 

Fill- s= l- ergibt sich dio fUclitigkeiL von (13) sofort, da - 

Fdll a = abor wird von Ki'LKR dnreh Zalilcnieeliming nathgcpiiil’t: di 
sofort den Wort 


3 Hj/2 

2.7 1/2 


o,-i!)d77;; ...; 


fiJr die liuko Scite aber errcclmct EuLtR eiiicti Zabknwert, der init di 
6 Stellcn ilb(Toinstimint, iiidoni or folgoudormnBon vorgeht; cr dclinierf 
divcrgente Koilic 

1 -j/y -r 1/3 -Y‘l -I- l/f> , 


bcreclmct dio. Summe der ci*5tpji 9 Olieder mid deu Rest initLels sciiim- 
iloinselbeii kilhnou Wego, auf dom or die Oleicluing (M) ubgeleitel liatt 
Niieli del' Foststellniig, daft die Vnuktionalgloiclimig- (13) filr all 
sagt. PliM-iR, man kbmie nn Hirer AllgoinoingUltigkcit nicht. mobr zwcit'o 
Iclnr darilber, dall or keincii vollen Bowois gelielort lial. 

Eiili:r botrnoblet iiucli dio Fiinktion 

■. -hJ, -;+••• 


(-1)' 

4- (2.. -i- 1)' 

imd sprichb dio Vermufcuug uus, daR sie der Fuiiktionalgloiclnmg-j 

I) . STt 

-- • sm 

n* 2 

1) Dio FuT.ERScben Ausfilhnujgen zii cinoiii dnn lioutigen Aal'ordcriu 
wtiiso ausziig(!StaUo!i wUro «ino loliumido Ubungsmifgab*'. 

2) Dioso Fuiiktioimlglcichung wurdo mit cloi Ik'sebiiinkuiig auf positivi 
von ilAi-MKTEN' wiodorgofimdcii und bewieson: Specimen duali/tieuni cic., Up; 


CM- miijcciurr mifvrmc „,«■ ,:xj,„s^wn phts nimpU ,ji<c k prAcdch; dmc, pksqn'. l 
,:d niukmnit o:, lmur. U ,/ n d cspdm ,j,Cnn Imimllaa mvc pU, d,: sncch d n, climlio- m 
dniwmimlwi, parfinlr, ijk „o nmnqiirn, p,is di- npandrc hem, cot, p dc kmierc e„r q„„nli 
d'niitfcs yccfin'diL's dr. ccUr nulurc. 


iioirnNU^*-, dor I'^inkfionafgloieiuiug (IM) ziir Sunmmtioii dei- UA 


^ H- ' - ' 

9-fcu ‘ -tar+i 


I 


,|afcii ' -a*:M 


Kir I; 1, 2, d, . . d. li. iiko zur Ennittelung dor FimktiousworK; (pi'2Jc -|- 1) zu gelange 
i'j'wioH Kicli ilia t.iiigi’riHC,]t, dii dioso Kiniktionswerte vorjnog'ft (ll-i) in (kr Form ^ erBcliuiiiei 
or wiiiuito zwiir am Scliliill ckr Abhniullmig 352 auf dit'.sf; Aiiadriicke diu sogpiiaimi 
))jc r;'ir().si'iT/M,.s(d)c Kpg-f>) an imd golaiigle z« ^Tleichnngoii wie 


(lo) 


i J ] I 

'/■' “ -I-’ ■' r>^ 

i 1 _ i I 

26 ;.{6 ■ ,|6 r,5 


od(;r (joudi loirlilcr Unifoi-umiig) 


~ — (1 log 1 — 2® log- 2 + iF log 3 — ‘F log 4 + ■ 

"" * ~ - 4' log4 + 

usw., 


(I oil) 


I 1 J 

. M -I- -L 
;j3 I ^-,3 ■ 73 -J- 


— (2* log 2 — 3* log 3 -t- 42 log 4 — • • •) usw., 


dooli liolloii Hicli diirauK koimi woiloroii Scblusso 7.ielie)i. 


ddcfjraidnis qnihusdim dc/inids, scricfmsque infiniUs, Juiim. f. d. rci/ie u. ihificioa)id(e 3fa(fi. H 
(IH 49 ), S. 17. Tin gloitdum .Inliro 1H49 stnllto aucU Sniii.oMii.i'it mit dor uiimlicliou Heschiiinkun 
lUoso Fimkfioiinlgloiclumg auf, urn sio ilann 1S58 zu bowoisou: Lchrsntz, Aycliiv <1 Molh. i 
Plii/it. 12 (J849), B. 415; Oher cine EiflcnHchnfl jjewisser lieihcn, /eitachr. /'. u. iVo;*-. 

(1858), B. i;K). AVedor von MAOMfjFBN nock voii Soiilomu.ch wird Eui.kk onviilint. Im Joliro 187 
Imt dann 80111 . omii. on windor imlor dev Voraussotzung 0<s< J din Keoraiseko Fiinktionalgloiciiun 
(I 8 ) fill- fp(.s), dio mit dor fiiv ^.s) gloichbodoulond isl, bewiosen (oflnnbar obno Konutais dor Vo 
giingovfiolmft Fur.Riw and Uif-mannh): UOer die A'»»mhc« ron Po/ciieni/ dcr yeziproken nalilrlichr. 
/nihlcii. Jiay. dcr Sdchft. Ges. d. IFm*., math. Ki, 20 (1877), 8. lOG; Adlsdiy. f. Mulh. k. Phi/fi. 2 
(1878), S. J3o. Dio oft wiodorliolto und auf oioor Verwochscluug bcnibendo irrtnmlicbo Jlebani 
Iting, .Son/.d.Mii.on luibo Kidion 1849 iind 1858 die Evixuscho l'’imklioiia]g]{>icl)ung (13) fiir 9 ?(. 
wiedorgofiindon und bowio.soii, wurdo vonljASUAii in dor S. XXXI Anm. I orwnhtiton Arboit boriclitig 


Dio Uutoifilichungoii der Abliantninig ^.”>2 werdnii wiccler aufgonnmnicn uiid ' 
wioderholt in <tor Abhnndlinig 4'A2 voni 18. Mai 1772 

J'keicitatione.-i amtijiicdc 

omnia Ii5, ]>. 131 — 1^7); insbcsoiKlore aber woiden die RemUlinngon um die 
(16), (loa) inifc grollcin Naclidrnck, fiber ohne endgiiltigrii Eilolg- foidgoset/.t. Di(^ c 
diesor Roilien, niimtioli (Joa), unterwiift Kl'LKU mil deni gair/.cn Anlwand seiner (d 
Btehendoii Rcclienkfinst {.,c(tJcuUs (uhnotfum iuffcniosis", wio cs ini SHniniariKm linifit 
wieder neuen rTinfonmiiigeii, oliiic das (‘nvuiiRchtc Ziol zii errcicboii. lin einzolnoii k 
(iber diese selii* geislvolbni vei-goldichen liemiilinngen nielit lierieldcl worflen; nls 
sei niir folgeiide Iiitegruldnrstellung niigegcdim: 

JT 

2 

1 + + ^3 T log 2 + 2 !*(/) log-Hin ff. (Up. 

0 

111 dcr Abliaiidluug 453 vom 23. November 1773 

insignes propridalc.'i scriertm sub hoc iermino generali conteniarnm 

X - -i- -H (v + <ivw + y - yj^ (p - <! yi'T 

{Opera omnia Iis, p. 185 — 200) imtorsucbt Eulku den in der Ubersclirift mil x 
iictoii Aiisdiuck, fill- den or aueb abkur/oiul odor nocli Idlrzer [h] Kcliroi 

verschiedeneu Riditungen bin; wir wollen im folgeiiden, inn Yeiwce-liRliingcn mil 
7,u vcimcidcii, f{n) sclu-cibon. Eulku beweist die Kckiirsionsfoniiel 

f{n 2) == 22 >/'(k -b 1) - rfiii), 

wo >• Bovicl bedentot >vio p^ — ferner Eorniolu wie z. D. 

f{n 4- l) = pf{n) 4- g ]/&/■(» )® ~ — IP)y^\ 

Die weiter von ibin mitgeteilten Formeln, die i'*4*n‘ dnrcli p imd r aiisflrUol 

u® 4- = 64_p* — — 2 r^ 

sind vonvandt iiiit don Formeln, die coBHgi dwreh die Poloiizen von cos </) ausdrilc 
geben in diese ilbcr, wenn 2 > == cos qo, q = sin (p, k = ~ I gesetzt wird. Noliou der ^ 

betraolitet Dulkh noeh oine zwoite uluilieh gebauto 


y = <)o(n) = & ♦ u” + iC 


SJIJIV J.U, i«/, lU, J tl urjll il/llOl QJ’jlllJi IjAAAVJi 



Rr zeigf, (liil5 /wischeii r uml // idcntifich (!i« quudmtisclic G!oi«*-liung l)(3stclii. 

(uV,- - /j2).r2 - iVr/a/- - hii)x}/ H- (n^k ~ h^)i/ (afi - ab)h-^' - 0, 
vergleiclit Rio mit dor ailgomeiiien Gleichuug 

Ax^ ~ 2 f^xy + Gy^ + = 0, 

liir (IioK(‘ LoHinigoii r, y zu g-nwiimen. Die Abhaiidlnng iniindct so soliUolUifth ins 
oiiHicoitiiisclio, w'ie aucli dio bcideu ihr bonacitbHrtcn Abbandlungeii d52 mid doi sicb 
Zaldciitlieoiie besclilifligon. 

In dcr Ablmndluug 477 vom 4. Ju)i 1771 

AJ.cdiiaiio}i/?s circa singularc serieram genus 
'ra omnia Iia, {>. 217 — 207) iintersncht Eulkr die RgiIiqu 

■V... = I + on. n -I" o'") yo ;i0 

+ (* + 3^n + 4^ + • • • ” gttu/mhiig > 0) 

vorgloicbi «io mil don lloilK.m 

Sn -= 1 + “ H- jj'., + + " • (« ganz/alilig > 0), 


I in don J'’al)Gn n ■- 2, 4, 0, . . . hohmntG VVorto an passondon iSlollon mr Probo boran- 
gen werdoii. 

Ev zoigt zuorsi, dab 

•''n.n - •'>„+ 2 -nn 


dafi 


Sm'''n •''r 


...J. 

" V”* Oc + I')" + '')”V 


sodaim zorlogl cv dio aiif dor rcebtoji Soito voii (18) vorkonmiLMidcn rationalen Funk- 
in von fi (bei koustaut gelialtoneni v) 


_ 1 1 

' /*"(/* + p)” 


artialbrilche; dadurch gelingl es ilini, die rechlc Scitc von (]8) als eiuo Snraino vou 


l?('ihen tJcr Art (H5), (17) tlarznsteJIi;!! unil cine uniibmrioliljiirc I'lillt- 
zwiPtliou solcheii Roihcii nufzufitellen, von aencn liicr lieifipielo nav i 
(lift lloihftii boi (leiipii «?-!-« ■-- *> ifit, [‘bit/. findcTi inog'on: 

J 7 

58.1 " •„ ■'’j - ^ ■‘'Q, 

54.2 ~ .. ■■’I ■'>■■■ I' ■'’■3 |- b.Sg, 

5e.3 “ 2 ‘2 

Bei (ler Abliniidluiig' 480 vom 12. .Iiiiti 1777 

De fonnidhi rxpnntniialilnis rnplicalis 

(Oj)mz onDtia Its, p. 208 — 297) handelh oh nidi mn foigcinU' Ilcmlio 
irgcndeiiu! posilii’o, « irgciuJeiiic rcoHo Ziihl IhI, wcidoii l()lg('ii(le ZiiliU'i 
bilclet: 

Die Kruge ist: "Was Icami mini ubcr dio ICxiHl.oii/. i'Uicm (Iioh/wim 

Zur Vornnscliiiulichiuig' wird die Kiirvr mil. der Glfdc.luing in I 

jiftlon X, }j hcrjingozogcn. Da dor Inill r ■ I bedoutiingfilos IkI, Init imui 

I. )■ > 1, TI. r <: I 

XU uiiteriiclieiflen. Drr I. Kail ciithull dir ilroi lliiternillr 

' 1 ' 
hOr-^C, I b) r =: c® = I,‘bl4(i7, 

Ini Kalle la) hat dio Gleichung r® — . 1 : zwol libsimgon .r, uiid .i 

gesprncbeiu die (Curve y — »■* winl vun dor (loradoii i/ ~ x in zwoi I’l 

ist dftiin a < .Ta, so ist liin fn -■ ist alior a = ."I'a, «o ist (\ (\ ■ 

n-v«a 

also aiich lim /*„ = .ta; isfc cndlicli a > .rg, so u ird lini /"„ ~ 00 , 

n •> » n -> -o 

Ini I'^alle Ib) hat die Glaicliung /■* — a’ die oino Ldsuiig x ■— r, 
wird von dor Gcradon y ~ x bcriihit); ist a ^ c, so ist lim f„ == 6-; \h 

n •> cc 

lim fn — 00 . 

H •>» 

Iin Falle Ic) hat die Gleichinig — x koine liOfluiig nnd or iei 1 


p 


I 

^-1 


I 


, log r 


p 


log p 

p - 1 ■ 


t^jliredfl iilso hci gogebonom r y.ur Bcstiminimg von .c, mid die Auflbsimg oiiier 
identon Gloiclnmg iioHg isfc, kann nmn niittels des Parameters p, <ler > 1, alier soiisl 
iicli air/ujiobmmi ist, vemdgc ( 1 9) .r^, r gelir ciurarh ausdriicken (z. R. p ^ 2, 

, .i:i ” 2, .<'a — 4). 

u Kalle il: r < 1 Imt die Oloirlnmg stete eiiie einzigo Ldsimg or aiud danit 
iiternillo zu untcrsehoidon: 


II a) r I[b) r<c-‘. 

11 Kallo II a) ist. stetfi lim f,. vorhandeii und gleich jencr ZaKl die rier Gleicbung 
^>■011 Ugl. 

n b’alUi 11 b) gibt. os zwei positive Zalilen und mit dor Eigenschaft, dali 


igt man log r iniitols des Parameters p = x^' auf die Form 

^ log|) 

t 


.L 


ie dav QloicbuTig 
b 


>•’ = I goniigende Zald | ist > und <.^ 2 ; falls a — ist 
lim f„ = g. 


jor « > ^2 istj ivinl lim ,.i — . 12 , lini/i„ — a'j, wahrend fiir umgekehrt 

n-^3c n->«> 

I ,1 = 5,1, lim fzn = 0.2 wird. 
n 

io Abhandlung 507 vom G. November 1777 

')e infmiim infnitis pradibus tarn infinite mapnorum (jmm infinite panomm 

omnia Iis, p. 298 — 318) biingt Dbcrieguugen, die heute jedeni Mathematiker gaiiz 
siad, U'io 

' _ i 

.I'U g ^ 

jijn -- — -- 00 I'iir « > 0, lim - — — 0 usw. 

x->.« log X x^+o X 

AUDI ICunKiM Opera omnia li«» Cominontationes analyticae m 


lils wire! bciiieikt, clafi man uiiendlich vielo iinmer starker iiiul seliwiiclier 
Ordjiungen des Null- und UnoudlichwordenB herstclleii kaiiu. Zum Schlull wird 
Rinflnn des Diffcreiizierens aiif die Grdfienordming ciiics Ausdnicke hiugowiesen, z. 1 
dafl filr kloiiie positive a* der DiffeieiitiaUpiotient voii ii"' (log - j (« > 0, »/ lielic 
eiiioni rolativ klcijicn Fohlor 


a.i- 


1 



ist, diili (lalici* iiiudi fdr kleine x imhoruugsvveisp 

0 

isf. 

Die knize Abhandluug 5fi5 voin Ki. Oktolicr 177;*) 

Dc phnimis quaniUatibus lirtnscendeniibns, (juns nidlo modo 
par formulas inteff rales e.rjmnwrc licet 


(Opera omnid lie, p. 522 — 527) cnlhillt nicht sowolil Einzolansfilliruiigen als vielii 
Bonierkiing gnmdsiitzlichci* Art: es wird darauf liingcwiosoii, dafi mis don rutioiink 
tionen (lurch Integration neuc Transzoiulenten gewoniion \vurdpn und dnO auch (el 
Integriilo wio 



f -{■ 

I, -h k£' 


dx 


sclion zu (leu bokannkn Funktionen gorcclmot wordeii dllrfton, diiB man aber iiu 
mi(3U(llicho Rcilioii unziililigc none Ziihl(*n und Funktionen dotinioron kiiiiiu'. Er erv 
Hcispiolo filr q — die Ilciho 

O) 



(lie spiitor in der Thcorie dor Thotafiniktioucii verweudet wurde, fornor die durcli d 



definierte Zahl, von cier er behauptot, sie sei weder rational noch in oiufaclior VVoi 
die bokaimteji Irratlonalzahleii ausdriiekbar. Poinev selireibt er als none mit don b 
Funktionen in keiuem ZuBainmenhaug Bloheudo Transzendonto die Roiho 


. _p 


7 -4- o ~ 


V d- 


J 


1 -j- 1 « -h a’ fi® -}- rr -|- .) 


+ 


ail. I'jrullioh Ijcinorkfc cv, um die FkkmatscIic ]?e!muptu])g, diifi jode natilriiclie Zu 
Sniume dreior Dieieuks/.nlilnii sci, zu beweiscu, Imbo man mir zu zeigen, dafi 

Koihe t’iir die dritie Pnteiiz der Koiho 

V 2 

alio KoefUzieDtou a^, a^, c/g, ... von Null vcrKcliieden sind. ’) 

Als AusfiUnniigon zu dor Aufgube, tlio EuLiiU in diescr Arbcdt der Analysifi ^ 
liattc, niinilicli /alilen und Funklioncn diirch Reiiien zu dennieren, komien die in 
Abschnitt noch zu besprecliendeu Abbnndlmigen wio ancli die bisher selion orwabnten 
So beschaftigt sich Euwni in dcr Ablimulluug G84 voin IG. Jamiar 1777 


De mdicihiis aeqnationis infinitae 
{Opera omnia Iiu, p. 241 — 2f)5) init dor li’nuktion 






n (« d- l) n{n 4- 1) (« -r 2){« + »(«-{-])••• (« 4- r») 


inebesondoro init ilirou Nullstollen. 

Gibfc inaJi dcin Piirameler n <ler Hollio imeb dio VVeido 1, 2, .‘1, so erlialfc nn 
bekannien I'kinktionon 

eo5i- .r 2 nii; don Nulkstelien ± " - n, 

init (leii NuIIsteilen ± vtt-, 

mit deu IfnlistoJIen :(:2yvT (f-’-=i,2, 

Da dio zulotzt. gonannten NullBtellen sanitlioh zweifacbo sind, vennutet Ei.'LEit don S 
Dio Nullstollen dor J^unktiou F{x) sind, fads dor Parameter n > 0, aber g 
saintlicli rceli, f(ir n> S nber sanitlicb iitiagitiar. 

Da er diesen Satz niebt allgerndj) bo^ycjBen knnn (or wiirde erst 192G von G. 
bewiesoi versnebt or (wie oft in sihulichen b'HUeii), ilin fiir gewisse Werte durcb 7. 
veclmung zu iiberpiLlfen. Er bestiinmt so fur n= , 4 jedosmal uiilioning 

die dem Betrago naeh kloiuste Niillstclle von F{x), die sicli im Falle >2 = 4 ale inn 
in den tlbrigeu FilUon als rooll erweist, wie erwarUt. 


1) Vgl. dio AomorkuDg Ii6, p. 526. 

2) BoUett'mo deW Unione Malenialka Ifnliamt. Anno V, Ni-. 2. Aprilo 1926. 


Zu J3egiini dcr cin 3. Kebrnar 1777 tier J^tdersburger Akadcinie V( 
hmg (j85 

Exerciiafw nnah/iica, ufii iniiininin srrici maxifin' (jrneroJis summa 


{Opera ouinin lie, p. 2l)6 — 381) crinuurt EuLi:k daran, dali cr in cinor 1 
k'grntlich dor Bestiinmiing der liogenlnngo finer Hyperbel (vgl. E Gf)! 
p. 435) auf die Uuilie 


(18) 


1 1 . 1 • a • !i 1 • 0 • 0 • 1 

1 7 -’l \ 7'Tr 16 7 • ] J • • 1 9 


gestolk’ii war. Er lint das Hcdilrfius, dicse Reibc nooli von niuor andoron 
auclien, nnd betrnchtct Jahcr die Funktion 



7-ii 


1 • • 0 

.j. ; 

7-11-ir) 


die fiir .t -~1 die linkc Scile von (IB) lieieii;. Urn dicKC Fnnkliun aui' 
filluen, geht er so vor, wie er es in alinliclieu Fallen liaiitig tat: er u 
i(5;) einer Diffcrentialgleichimg genUgt, uud duich deren Integnitioii fim 




filr a* = 1 cigibt sich daini ilor Wert " in Dbcreinstiiinnimg mit (18 
sich nioht mit dieser ICraftprobo, sondcni betrachtot nocli die allgenioiiif] 


(J9) 


- « f. . « + '*1 

• ---a, 

^ ^ 0 h ti-{- 9 




+ 


« + ^ «4-Jy 
h + 2 # 6 + 2 ^" 


die fttr a = 1, & = 7, — 4, it = 1 in (18) iib6vge!\t. Er findel wieder 

rentialgleiclinng eiueii geschlossenen Ausdruck fiir S{x): 


( 20 ) 


^ ^ uQ ■ ■■ V (l-V)'*’ 


wo n ?,ur Abkiirzniig fUr — gcsetzt ist. Aus (19) und (20) folg: 


j_ ‘i 4- -O' , a 4- 0 (( :- 2 i) 
h * 6 + i> Ij b'+'^‘ b 4- 2{> 

( 21 ; 

_ 0 
b — a — 0 

Eui.eks Benierkung, daB diese Heilie golte, falls 6 ;> a + ist fin- posi 


<>i I y- 't- y + 0 "* „i -I- 9 ii. 0 Q T ■ ■ ■ 

Nnm- «m,/. oinlacl.on l.kniitht aWeite;, ]«/»; es ist iiiin.lichM 

", ft I a »! 

'ti -( y III -(- a ’ 0 

■1 ” ■ - - -I- " . . 

"i -I- y f'l -1- -f^ ir.j -{ {> ^ rt, -I- ’ „2 ^ 0 ■ Q. 


(f ((. 


•I «, 


'll I- y 11, -} !) fu -1- -f * 


r ft «2 + ft «j„ + ft 


) ” "i "n-l ^ «« 

"i i Mo -1- ft ' «„ -j- {» ' ’ 

niiiH tblj.-t (^2), wt'iiii dm 

" . ft, *f„_, /f„ 

M, i ,'h ft .j. ft ft 

Null knnvei-friart. 

Aljlmiidlun^- 7LO voni Scplomber !778 


Sjiccimcii (ruiisformadoiiis singuUim sericrion 

ininid lift*, p. ist wieder cine von (leiiun, durcli die Ei'iaoH ids erster den 

oinOH VVi’i^os Imliivlo, dcr spider eiiic broile Strafie iimtheinnlisclier ForscJiiing wurde; 
.clitel, (li(' ,s(,'r); wi'lche dnrph die hyperg-eomotrische Reilio^) 

P a ') - I -I " ■ r -I- + .1 d^l) 2 «(>_+ iH«_+ 2 )_/i (6 +2)(i-_+ 2) 3 

Mr' yieff -I- I ) -ilrl/’-i iHe-i- y) ' ■’ ‘ 

isi. l']r zoigl, (Itifi .s'(.X') der DifVoreniialgleiclumg 

fi ^ V fl ff 

f ^ o -1- I ~ (« + ‘b 1) s~ ah s = 0 

ind dii/i <lahcr aiteli 

.s = ( [ — li'{c -■ «, c — h, c, .r) 


J'Jin idinliciuis Ilnwoiflvorfahvon (nnguwoiidot auf diu Keiho (21)) fiiidet sich aueli in der 
ng ()70 (Opera ouuiiii Iio, p. I2d). 

Dor Niinio iitid diu J^o/.oioiinimg finden sich /iierst hei C. F. Oauss in ilor Abhandluug 
'ones (/cucrales circa ifcricm iti/iiti/ani ^ d ^ ^ 

13‘J). tU)or dio andoiHiu tigu Bodoutung dos Wortes ..series hypergeomctrica" sieho S. XL. 


ist. EuI/KU scheiut die pauze Grdlie tics Seliatzcs, den er iinlgesL-liiirlt Iiatte, 
uiesscu /u babcn; ei bat mauchefi davon, was er sellist liiitte lieboii Icdimoii, 
folgern, alien vomn G.vuss, uberlaesen.^) In dor Abliatidlung; 710 begniigt 
eiucm Beispiel: Das Integrtil 

.t 

/* eos i<pdtp 

J (r+ 2 m eoV^)’'+^’ 


wo i > 0 und ji ^ 0 gnu7.e Zablen bcdo.xitcn, ist gleicli 

.-rn' ' < / ■ 


Ei-setzt man n diircl» — w — l uml beiiutzl (1^3), so gelangt man zu I'olgen 
zwisclien zwei bestimmten Ttitegraleii: 


(24) 


cos icpdrp 

1 — 2 fj cos (p -|- n'^)" ' ' 


j*(l ~ 2a cos (p + cos icp(l(p : J* 
0 " 


Diese Gleiclinng hnttc Eiii.kk sdioii IrUhei aid' aiulerc Woise bcwioscti (vgl 
Imigen 672, G73 imd iiisliosomlere 074, Ojjcia omuki liu, p. 141, 1158, 107; 
L’bersicht ilber dicse Ablumdlinigen Ii!i, p. XDV!. Audi duich iliesos Bcispiid 
chung (24) Iiat Eulkji eine wiclitige Entdeckiuig vorwi'ggimoimm'n: Sd.zl. m 
(24) i = 0 und erluilt mail die spiili'i- wicder von Jacoiu^) bei 

heit dor bciden Iniegrale 


f [a; + cos w Vx ^ — l)” tc — - - / 

nj ^ TcJ 


cos Ip 


dcp 


0 u 

durcb doren crsles Lai»i.ack*) das IjKdKNnniiBcbe Polynom dargeshdU 


1) Vgl. jcdocli don Boil-rag Kli.khs ziir byporgeoindiiscbon I’niditioii in 11 12 

Boricbt B. Cl) imd insbosoDilero dio eingehendo Cntersuehnng oinov idlgoindnCM- 
gloioliuug, in der dio dor liyporgeoniotrisebon Beilio als besoudcrov Fall ontlmlton 
Bjindo cler Inst. cuk. inf., cap. VllL — XI, Opera oniiiia Tia, p. 177—245. Dor Her 
Bandes L. Suiii-ksimoku sclilieflk (Ii*, p. VIII) .soiiio Wunligiuig diescr groliou Leislu 
den Worten: linden also soJiow b(«i liri.Kw das I’liuzip, das spiitor Oaum.s iim 

frucbtbriiigendev V'oise ausgestaltot ]iabon.“ 

2) Joiii'iml filr die, reine wtd nngcnnmUe lid. 2(5, lB-13, S. 81; 

S. 148. 

3) Mdccmiqiio cdleste, t. 5, Livre XI. Chaj). IT. 


oAtNijf. 16, IG, 1C* PER ERSTIjN SERIE X{JV 
t;r Abluuulltmg 7;i{i vom lU. Mui 1779 

/>r' ■‘•'/UHmaftonv smicntm in hoc forma contenUinim 
" , 

I '1 it ■*’3 Ti'' *** 

»/(£ liG*, p. wenli-n iiulier dt-r in ilt-r Olwmihrilt genacntt-it I'linktion 




yin) 


7(— 1)‘ ".»/" 


'‘W= 2 ',/ 




. Niii'iulom .sclnm in der AblmiHllung 20 (sielie ?3. XIX diosiss lierichts) 

/■(.'. 


;r* 1 

,2- ,0»K-^)= 


p‘iiii‘iiii‘ 1 1. i:r joU( (Inn ilnninls '/.nr Ablcitnnfr von (25) eingesohlagcne Verfahren 
^•1. HO (ill gcwisHi' Wi'ilt' (ii'r Vt'i'iiudiTlicltcii .r, //, s /u iiiovl\\v(ir(lig-en Bbzioluingeii 
U'ji /'(ri-')j {/(.'/)> t'- B. 

f(n) ■]■//(/>)-■ — log a -log /O' 

(I ■ I IhL; Idr a -- ,, , h \ folgt hioruns wipder (25)j dagcgen fill- a — h— -■ 

/'( s) ■'■ "(") A; ~ i log-i -logH. 

•il In'iHjiiolHwciKi' lJ(^\vic8L‘n, dall 


111 

(Uinlinnatw fraijiuonlornm cx mhermriis matimnatkis depromptornm 

nia lie*, ]). :il2 -ii2V) siml ans deni JDui.Kitsclien Naelilnsse einige Bpinerkniigen 
c Ziifinimnenlmiig ntitereinntider) vejoinigt wordeii; ihr Inbalt wild im folgenden 


iintor den Xuminera 1) his V) kmz angegcbeii: 


I) 


... , i -I- - 

\ I \ ■ II \ 2 0 I '6" I i- I" 

I V 

I 1 ^rr d.v . 

^ 7r+"n7 ^ Tm- 2 Ilf '*■ jJ i I 1 -- 


u 0 


II) Die Potonz der Iteitie 


1 -r H- I + 


wird ill cine nach Hotnizcu von .r fortschreitendo lieilio entivickelt, dorc 
beetimmt •\vcrden. 



wo die Nonner dio Primzfthloii >2 sind luul wo bci Primzalilcn dor b'oi 
Zoichcn — und hoi Piituzahleii dor Form 4 h -i- 1 das Zeiolion -|- steUt, wire 
schiedeno Weiseii in bosscr konvergento Reilion vorwandelt. Dali dio J(( 
kouvergiore, wird oliiie weiteres angenomiuen. Diose Annalinie ist oi-hI viol 
worden.^) 


1} Sioho E. Tjanuau, Tluntlhvch iIm- Lfihye voii dvr VerleiJuiifi dvr Primsalile 
Hd. 1, S. 418. 


VI. UXENDrilCJIK PRODIIKTE UND KETTENBJtUOHEV) 


Wii- bef;iniH!ii .loii tieiiciii ilhi;,- die Arbeiten /.ur Lebre voti den Kftttenbrfklieu 
iH’HUm juit dur iuu ir>. duli I7r>7 dw Berliner und Jahre spiiter der Petersburger .A 
ilcmie vovgftli'gt.uu Ablmiidlung 281 


Sj)ecimen ulgorUhmi shigulari/^ 

otuniu li;i, p. .‘JJ — 10), welclio einc vollstiindige Lelue von dein formaltm Tei! i 
'riii'orio gibi. Unj (‘inen Dberblick 7.n bekomnion, verwendmi uir die inodome iMatrizi 
nTluiunfi-, wtdrlie bier ilieselbe Holle sjtielt, wie eiwa der Infiiiitesiiiialkalkiil fur die Integ 
Mniicii Vdii Arcliiincdcs. 


fii oinem KeUcMbriieb seicn «i,« 2 , •••,«« (lie Teilneimcr, wiibretul die Tcib/iabler 
seiii Holleii. llcr Niibcningsbruch sei Nnii seien iblgendeii Abkurzungeii iur ^ 
lii'/.i'ii g’nW'ublt: 




Daiiii (§ 2) 

J\l (fli) M (ffa) . . . M{an) --- — 1 , )i ) . 

.''t'i alh' PjniklioN von «i, « 2 , . . ''/w («i, <'^ 2 ; • • •- bezclcliaet, daiia ai 

>'«-! ■- (/t,, (h, ■ ■ 

K j‘b)'t nmo die PeilHOifoIg’t' der Alnlnzen nin inul trnnsponiert nmji .sie — was I 
(Icii /!/ niclitH i'nuloiL — , so ist das Produkt gleich deni traiisponierten des vorigeii. Hierl 
/A, iingeiindert, wodurcli sicli ergibt, daR das Kbinnnersymbol seiuen AVert uit 
jiiiib'rl, wenn die Boihcnrolge der Vuriuboln umgekelirt wird (§ 9), I'erner wild 


Qh ■— (^a> • • •} ^n)- 

Da dii 3 Dctonniiumte voii («—!,«) gleich (—1)’* ist, so wird auch die zu («— J,w) ; 
v(*r.so Matrix sicii darcli dieselbcn Xlaniniorsyinbole djirstcllen lasscu. In § 20 werden ( 


l) Dor Yl. Aliselmitt dioscr C-bcraicht ist von A. SvEisiia vorfiilit. 
f,i;oNitMiui Kn.iait Opera omnia Int* Conimentalioiies niialyticaH 


Deteriiiiiiauten von (« — 1, n) festgestellt. Nun ersctze man im I’rotlnkt cle 
iV(f7fc4.a) . .. il/(c,n) flic ersto Spalte iIuitIi 1,0 und bezcichno die so 
Matrix init jV, dann gilt die Gluichmig -h 1 ) A' - (/r, w). Vergleiclit niiiii 
tninanten, ko erhalt man din F<jrmeln <!«r Parngraphen 25 — 27. 

Die allgemeiasto Forme), die EuMiii in § 31 erliiilt, )fann so gewojineji > 
sci i < A- < «. Ferner sei gepet/.t: 

.l/(aO . . . . .1/, 

In der zu jV inveiseii Matrix erpetzc man din zweitt' Zeilo (huch 0,1, elieu.so ii 
inverscii die ersto Spaltn (lurch 1,0 uiid hczeiclnic die so nntstclioiulon iMatrizei 
und L'. Bcrcchnet man nun sorgfaltig die Jlatrix K'^^L' und ibr(‘ Dotcin)i)mnt 
man dio allgemcinsto Fornm.l clicsus Puragraphon. 

§ 32 ist das Asfiozinlivgcsefx der ftlatrixmuKiplilcatioii. In § 31 wild d 
y.wp.ier beliebiger Nslhcriingsbrilche bciiccliiifl mit Hilfc dor obigen l''orincl fin- 
der sicU BO ergebeuden Determiuante. 

Im Anschlult an diesc Abliandlimg isfc 323 (Is, p. 73) /,u erwiilnieu. Die An 
Pui/Lschen Olcicliung .t-® — r/y* = 1 wird dort ko crbraclit, dafi auf ]/d und I ( 
isebe AlgorithmuB niigowciid(jt und der zugehorige Kcttcnbriich anfgostelll. wird. 
sich tun ilcn Naehweis, dad miter deu Reslon, die beim ICuKl-iDisclien Algori 
stebeii, cine Zald anftritt, dcreii Norm gleicb I ist. Hierzu werden flit? Forme 
verwondet. Der Nacbweis des Satzes wird iiieht vollstiindig gofdlirt, indem der B 
fehlt, dad in der Periodn des Ketteiibriiclies die dort mit 2v bczoichnete Zn 
anftritt. Schlielilicli sei iioch die Abhandlimg 454 (Is, p. 310) erwahiit, wo dio Fi 
von 323 verallgcnieinert wird. 

Die Abhandlimg 71 vom 7. Mar/ 1737 

J)c fmetionihua evniinuis disaerlaiio 

{Opera omnia Iti, p. 187—215) isl zeitUch dio erste, welclie li)uin-:K iiber Kettc 
scbricben hat. .Fr berichtet Jtimaclisfc Ober die Vorgoschichte, vor allcm fiber 
briiche von BnouKCKRu und Walhs. Dann gibt er filr don allgomeinon Kottf 
Bilduugegesotz der Niihorungsbrtiehe. In dor obigen Bezeichnungsweise liat man, 
Zahlcr iiber 6 ist, die Matrix Jlf(fi) durch 


ai v.i.viv.vu. l)u‘ erlmlfoion Ite.s-ulialc wonlen auf vovschiedi'iit- Zulilen inslje.sr 

U‘iv soldi.', .lio init. r' in Vcbiiuhmg stelion. Dios piht Anlud '/nr Verkiiizung oinos KutU 
l)nir),.’s niit ihn 'I'i-Wnounon, w, w. h, m, h, uu n,... Will miUl aiigeuioin oinoii Kettc 
linu'li A bilili'ii, Ijoi .l.mi dor uml NiihcruKpBbruch eincs aadereu KoUl'IiIjiiicIios 

rtu iLulniiiaiKk’ifoIpoiidon NiilieniiipsbriicWn wordon, so luit, nmii so vor/upc)mn: man m 
III.’ Matrix A siiclii'ii, widclie dor Gloiciuiiig poiiupt 


DiiiS dit^ crsf.' HpiiUn von X dio Gostalt 0, I Imi, tblgt fichon iuis dor AAitnr d 
iJIficluiiip. Abor dor Uliorgiing von (/, A*) m {k, 1) Umm iiach Iriiher dnrcli folgendo St 
l.iiMiori l)ow.-rkRl,()IHpi. wordoii: (*, /O ^ ((, t + 1) (A, A -b 1) ->-(/,■, /). llacht man d: 
fill' doi! s.ioboii aiipop.’boncn Kctienbmch mit dcm Toilnoimcrn a, m, n, . . . und behiilt me 
luir- die NulicniiipHlnii.'liu bui, doioii Nuniincr dnreh drd teilbar ist, so erhait man ulu 
Scinvirripicril, (;in<'n Kotl.onijrimlj, dosscu TfiilzShler tfopar wiodor i sind. Er ist mit /Vii 
imlimo dos crHlaii 'ronims in in imd « symmotrisch (§ 2‘d nijr] 24). 

In § 2H wil'd /iniilcliRt. ohno Rowois dio Losung* dor UiccATisclien (iloiohnng- 


— 

aif' -b if^ -- .7“" + ^ 


mil IlllIV' I’iiuiH KoM.oiibnic.lK'S angogebou — oiiies der orston Itpsiiltato JiULKRs in diwiej 
(inbiol. Eillirl. man jodoclv stat-t x dio dort angegebene Variablo p und statb 1 / deu Am 
druck im lot'/.ti'ii 'I'nilmmuor uiii, dor mit z bozeiehmd soi, so ergibt sicli dio Cxleiclumg 

tin' i -(- 2 — 

V 


]io/ini;liiiot. man 
man soi'ovt 


foinor init oliio LiiBung dicser Gloichnng mit n — \ stait «, so Hud( 


worans sloli dio KcLLonbruclientwickluug unmittelbar ergibt. 

Ij, § — ;j|-) wird oin vorwandfer Ivettenbrueh iiurgestollt und aiis seinetn Bllduagi 

g('S(ii/. soiim Ik’/ioliNiJg /nr ItrccATisoboii DiirercntialgJcichiing borgestcllt. 

Dio Ablmndlnng 247 (vgl. S. LXXVI dieses Bcrichts) 

De serious divergentibus 

cuthiilt eiiie wiclitigo TJniwandlung ciiier Potonzreiho in oiucu Kettenbrucii, dio man al 
gomoin folgonciormafioii angobon ttaim; Es seifiii V nnd Q /nvei Poten/reilieu,^ deren koj 


stante Glicder beidemal = 1 seieii, fcnicr indge die Ejitwiclching von 
beginnen. Jet/t set/.e man 

P == Q \-ax R imd fiilire fort 
g- h.rS. 

jf n .V 

Sohreibt man die erste (Jleieliung in dor Gestalt p ~ ^ “f p > 

?nitteibnr oine Kettenbruclienfwieklung. Sio liafc fine aiifk'rnrdentliclic konvi 
Kraft, >ind niit ilir gelingtes Eulkr, drr Kcilio l)’'u!a-’‘ cine I niikt 

Er wahlt fiir F dioBC Roilie uiid I'iir Q die Funklioii I. 

Die Abliaiiillung 122 voni 12. Jniimir ITiJi) 

T)c pyodiictis ex mfmih facforihns orf/s 

{Opera omnia 1m, }'. 2C0 — 290) gehdrt in diisGebiGt dcr Betninnktioneii inn 
Znsanimftnliang zu 254 (In, p. 2H3). Da in der Voi rede /u iin, {). XLVJII i 
■\vir(l, so Bfti hicr anf oin Ueferat vciziclitet. Man wini auch fiir die folgcndi 
init Vorteil jeno Ubeisicht zn Hilte nehineii. 

Ans EuLi:ris Bemrthnngcn, dio Mellioilen von ]li{OniS’<.:KKH wiederz.nliiulei 
Abbaiidhingon entstaiideii. Die N’utnmcr 123 (dor Potersburger Akadctnie am 
vorgclegt) 

De fructhaihnH coniiniiis ohRcrvutiunrs 

{Opera omnia In, p. 291 — 349) begiinit mit dor Unnvandhnig von Koilnn 
und ningekcbrt, woboi alier die 'I'eilsunnnon den Xabrningfibriiclien gloiidi 
sat'/ '/ur vorlier gonunnton 'rnuisformatlon. Indein gowisso Integralu erst 
wiekidt werden, gowiniit Bui.kr Kcltcnbrneliontwicldimgon. In ^ 15 worn 
Wai.lisscIich Kettcnbriicb an und zeigt, dab cr oinein nnendliolion ProdukL 
Wert als Quotient xweiev Integrale sehoii in dor Abliiuidhnig 122 erlcnnnt i 
lUe Interpolation von Reihen hcraii. llicr hniidelt os sieli nni folgondes P 
ist eine Inuiktion (i(r(;) nnd gosnclit cine Fiinldion /’(•^■), widebe folgonder Me 

fUr .r^l,2, 3, ... 


Set'/.t man voraiis, dab sowolil n{x) ala f{x) mit waclisendoin x nacli 1 strobe 


/•(I) = 


«(l)n(3)_. 
«(2)«(4) . . . 


Kcimt man einon anderu Ausdruok fdr das Wachsen von /{x), etwa b -j- c 
•Oder allgcniein h{x), so 8et/.e man fix) — b{x) ff{x), wo nun g{x) gosi 


man hier re (lurch .c I iind multipliziert, ao fiiidRi «3a)i 


(/(.r) ~ J{x) -H ■ 


li(x) 


-T 9{-f: -r 1)’ 


wo ^1, ./? imd t' bckiimite Funklionon Bind. DicBer Anednn'k jiDiri, wtmu man ihn fortsntz 
nnniittclbar n\if ciiujii Kc,f.tenbruch. Dies Bchcint Eulku dor walire AVcg- ^rcwcsoii m scii 
aut' detii liKOUN’OKKU zn seincni Ausdnick gefillirl wurdc. Aber die KciteubrCtcIio, anf die ( 
.so geftllirt wild (§ 21 — Bd), weichon noch zn Bcbr dsivon ab, iind so gibt cr (§ B7 — 48) d( 
Uberlogunu noeh cine none Wondnng, indem er chic Tafcl init. do])peltotn Eingang vc 
wcnd(‘t llier sei uuf eiiio Bosproclumg verziclitct, wcil die Mcihodo bci der Abliiindlnng of) 
ausfiihrlich znr Daratclhnig kommt. 

Vou § 49 nb winl oine dirckte Mctliode zur Bildmig von Ketlenbriichen vci 
wendet, die micli in andcron Al)]mndlimgeii vorkomnit. Ilcsteht in ohior nnemiliehen I’olg 
von (IrbllcM zwis(dion jo droi aufeinandtn-rolgeiiden 'rennon cine linraro liomogene Be 
zioluuig init bolieljigcn vcriinderlicheii Kot^flizienten, so ergibt sich nninit.t.elbar cin 
KciLteiibruclicntwicklung ITir den QiiotienUin d(*r boiden ershm Tci’ine. Ecnin: goht mi 
von don Koofli'/ionton aus und mmint sic als liiicaro Funkiionen iliror Nninmcr an (§ 49 
ICr fiiicht jetzL dill Tonmi dor Kolge in (iustalf. von Inkgnilon zu gowinnon 02 — ob 
und orbiilt t’lir oineii Kotlenbrucli, der pclioii in § .44 Kuinmiert war, cinen neuen Am 
druok, dcsHcn IJboroinsiiininung niit dem vorigen in § o(J — 59 nacligcwicscn wire 
Ilionmr gobiiigl cr in das Oebicl der hypergenmctriHcbcn I'unklion und gewiunt. I'il 
den Quoiionlen bonaclibiirLer FunkMonen Ketlcnbrncbentwieklniigeii. nieich/eilig iiink 
er weiture Uolalionen. JlciBpici.sweisc sei in § iio dio mndevno OAUSsiseba Ilezeiclnmngi 
woiso oingel'llhrt. Sclzt man 


/) :. W , 7 - 


1 = ft. 




HO wild dio zwoite Forinol anf \). 448 zu folgender: 

~ ^ ^ “ “±JU\ . ... . 

l''(y — (i, y — n — I, y — l\ e) /-‘(ft, ~§ — I, y— 1\ z) 

]3aIJ sebon dio beideii Zilhlor im wesentliclicn {ibereinslimincii, liat Eulku orst in 71 
(lir.*, p. 44) nacbgcwioHCn ; vgl. S. XOIIi. 

VVenn Eulku gloicb darauf' 6 -- c -r setzt, so Imudelt er gegen die Vorschri 
der vorigon Scite, und das Integral am Sulilull des § Of) wild in oinen Pol orstreek 
Abcr dio Eorinol ist iiisofern liclitig, als sio anf de.n Fall /5 = y flibrt und daher i 


cler Tat-, (i) heiansnilH. Vt)n § 70 aIj y.ioht EfJLKK ilic Kic^CA'i'lsclio 

gloichuiif? Iicniu. 

Dor Motliotln 4lei Rckursionsfonnel ist die am 4. Septeiii])er 175.') ilor 
AkiKloiuio. vorgologU* Ablismdhiiig 522 g:i!wi<lniot. 

Dr formadonc fraciionnm ctmannuruni 

{Ojieya omnia las, j>. 5M — 3:17). Dor Aiisdinek .r{// -I- bn: 4- cx^) versoliwiiidc 
:c gloich 0 oclcr glcich oilier Wur/ol « dos quadratischou Faktors sotzt. 
nf.an iliri iiacli :c, so oihallt iiiHii /Iroi Terme. Ifitcgriert man ivlodor von 
crlialt man drci lofogralu, iliiroii Bunime g;loi{’.h 0 ist. Die Kolto.iibriiclio, 
eriialf, gcbon bei go-scliioklor Walil der Aiifaiigsfuiilvtion licrccluiujigoii bcHtimin 
din zu (leu „qmiili(a(cs maxinio transctmhulcii'* gehurcii. Dor lAill von ^ 20 
ill fler Al)liaiulUnig b0f> (Iir, p. 244) fiir # — 1, — I (lurcligofilliii nnd 

J3ei8j)iel(}U illustriort. 

Dan tlliorgaiig von § 37 — 48 dor Abhiiiullung 123 v.w don woittragenden t 
vo)i 553 biJclot 550 (voni 4. Jnli 1771) 

Jh: sci-k’bits, in qidhus producin cx biniff terminis contif/His dalatn amsliluunt 2^' 

{Opera omnia I15, )). 383 — UOO). Nacli (‘inig'cn vorlaufigcii Uiitcrsuchnngoii, d 
dor Ablmndluiig L22, also dor Produktoiiiwiekhnigen von Dotafunktioiion gididrcii 
fulgondes Ikoblom goslellt: 

Es soil f{x) aus dor Gloioining’ /(*)/(•<’+ 1)— 75-|-a;r/ {x — 1, 2, 
werdoii. Um vcm liinr zu oincni JColtoiibruch zii golangen, niUOto man fiir d» 
von f{x.) cinoii passoiideu Ansat’/, tnachon, abor ihi {/{ni)g{x ~\- 1) blob linear 
(larb so liilit sich koin oinfaehor Aiisdruclc findon. Eui-i-lU qundrii’id. mui din G 
bokommt recbts yiiiou in :K quadmblBolicii Ansdruckj so ila(5 also sich soli 
dncn Jincnron Ausdrack ftMiiiiliem liiBt, dor JiatnrJioli sicli mir 

schcidefc. Dicso MoUiodo wird aii oinuni otwaa jillgomciiinrcn Fall in § 1(1 — 28 
uiul alsdauii auf das spcziollc Probloni angowoiidet. Kui/ER orhait so anf 
Wegon ICettoiibriicho fiir Qiiotioiiton doi* Rclal'iinUtioncn. 

Die Abhandlung 553 (voin 18. Mai 1772) 

Observaiioncs anahjt icu e 

{Opera omnia lis^ j). 400 — 434) bofaRt aicli mil folgondom Problem aus don 
byporgeometrisolion Funlctiouon: E.s ist oino Fiiiilction /.woior Verandorlicboii gcf 
wolobo bei Vormobrmig der Argimiento um gnnzo Zalilon oino linear geliroclicne 
orfabrt. 


Bor genaue Ansatz ist iblgcnder: 


!l) = -'U-B v) -i- : 


r(!l) 




nier\)(n s(!lzt l^rLKU A, B luul (' uls liiioiiro P uiid Q iUk (juadratisclift ii 

Die Gleicliiiiiften sind niclit uimblirtuifig voiipimuidcr, nntl Ki i.ku zoigt. in 7 — 0, dafi inf 
zwisclion den Koofli/.ienten dor f.rsh‘n GleU-huiig einc l^elation fiiinclimon nuiH, inid di 
liienuif di(! Koeftizionton dor zwfiton Oleicliuiig viillig bostinunt Rind. Dieso Bnzi(diinig( 
ergeben siidi aln VortanRchungRrolaiioiioii von Matrizcii, indoni man don IJbotgang von f{x, 
zu /’(./• + I, </ -1- 1) auf zwoi Wogcn ImrKtullen kaim. 

Jedo dor beidcii obigon (Tleiohuiigoii gesluUct cine KcMonbrnclidiuHtpIlinig von 
indom man dio. oine Variable fosthall niid dio aiulcro nm gauze Zaldon vorinclirt (§ 1 1). D 
Fimklionenj dio imin so orhiilt., sind liyiicrgooinctrisclio Funktiomm. M»in kann das Vorfalin 
aneli innlceliron nnd ganzo ZaJilmi subtrahiemi. Anf dieso VVrise gowinnt man (§ 17) vi 
Keilonbriiclio fdr /'{x,}/) iiiid daniit Knnktifiiialgleicliungon. So lieforn dio boiden Kottc 
briieln' oino Boziehung zwiselio.n Pnnktinnon init verUiuseliten x nnd //, nnd zwar mit Vt 
weiidimg (lor dorfigon Varialilon nnd KoclYlzionten: 

p(A, li,(\ l'',ni,n) =-• p{A, Ii,r, 1), tt, v, h, m) I {A-\- Ii){ni n) A- ],{(!-(- 

Sic isl in dor Tai eiiio. Involution. 

J'lnnicK I'ordert oiuon dirokton Beweis dicser RclaHonen. Dio Arbeit bolKindoll i 
iibrigen eino groR(! Zalil von ppeziellon Pfillen. 

Eiiien inelir elomeniaren Cliavnkler weist 59.'^ (voin IH. Soptomber 1770) 

f)c tmnsformulione senenim in fraclionr;: conlinnns 

{Opera 0 })mui Iifi, p. Obi — 700) anf. Sic gcbfc iulialtlich mit dom 18. K}i|)ilol der inlrodua 
in anah/sin infmtlornm (Is, iI02fr.) parallol. Dio gegonseitigo L'mwandluiig von JCettc 
bruelien uml RnilK'ii, wobei NtilicrniigKbniclio nnd 'iVilsunifneii einmider zngeordruit si- 
uiid dfiher Konvergenzfragon nicht borilhrt wordcii, wild ausfiilirlich auseinandorgosoizt u: 
an violen Bo,iK[iiclcn orlilutort. Insbesondcre wird in §19 dcr Brou.vc keuscIic Kctlenbru 
aus dor LicinNizsolicn Ucilie Iicrgolcitot. 

Dio. kurzo Abhandlung 010 (vora ll. Junimr 1770) 

Dc iransformationc scriei divergentia dc. 

{Opera omnia Do, p. — 40) ist, wio im SunmarUm bcUou bemerkt wird, eino Wied 


lioliing' gowisser L’bcrleguugen von 247 (In, p. 58”)), ubci’ wolclit* oben 
ist. liiimerhiii Kci anf tHe auch iin Summori^int linvoigehobeni* Verkiii'; 
hniclirs in § niif die Hiilflt! «lci- 'JViino aut'inorlcsain geniuclit. Ani Sell 
gekolu't wie in 50.'$ — dcr Br()1!N('KKUk< lie Ketlenbi ucli in die Lkiuni/ 
gowamloll. 

Die util 18. Novenilier 1770 vurgelcgic! Abhaiidlimg 742 

Observniioucs circa fyacliones coitfinnas etc. 

{Ofu'.ni omuiu Jii.", p. lilO — llil) bchundcll imler Aiiwcndung iniinor krafL 
die .Suniiniening (le»- Kotteubriielio mil don Teiliuniiicrn 1, 2, ‘I, ... utid 
n, n + 1, n + 2, . . . I'dr gmiy.mlilige VVorte von n. Zimiichst uorden ni 
Sclirankcn die VV'orb: ttir )t = 1,2, .'I, -1 iind 5 tuit'gehuelil. Dunn wild (§ 
lieliebiges n dudurcli hestimiid, daft <ler Kottenin neli nneli obeu /,u foitgem 
Teil/iihlec -- 0 entstebt, wtimnl' diirch Nnll.«e.t.'/e.n des NennoiB eiii eiidlii 
ont.sfcdit init dee gesuditon yiitmtin als lotx/cni 'I'cijn. Die Uinlcoltfting dessc; 
eiidlitdic.n KctLenbnioh fiir dicso Siunine (§ 21). Aus den gcriindencn VVe 
ej'fitcn I'allo .sJolIt JiULKU nine HoknrsionwfornieJ anf (§ 21). Dte.se u'itd 
(§ 2.4 — 28) tliindi Zuhilfenalirno duer l'’ormo] ans dor llcilionlehre (§ 2*1, 
gcimnnlo Fonnel lindet man '/. II. in deti InHiiinliondi anlcidi (liffcrciiljaJis. 
(Iio, p. .52) abgehnlct. 

Ill I'Jigsleni Ziiii»i!)inci)l!ftjigp mil dtn- Ablmndlnng' J28 nnd itifibe.^c 
Jbirngmplion 47 — 48 slclit die Niiiiiinnr 745 (voiii 7. Fobnuir 1780) 

J/c fracthnibus confiitxis ]V,M.f.i.s-n 

[Opurn ohmia lie*, p. 17H — 100). Maeli eineni kmv.en llericht iiber die 
Wai-I-I.S stolll I'lni/KU dan Vroblom, dio b'uiiktidn f(x) '/.n linden, welcli 
gciiiigL 

f{yi)f{x -f- 1) ■ - (A -(■ !- c iur .r - 0, 1 , 2, . . 

und '/war '/.iiniicliHl, fiir <Ujii Fall c — : 0. Mr wendet '/nr ICefloiibnicliontw 
niii doppeltcin Dingang an, din in cler Hofspreehnng /u 554 ansohiiindorgose 
durcli Spc/ialisicrung die ICcUoiibrUeliC von \\'Ai,r.is 12), dann gilit oi 
wiekliiiig (§ Id) nnd die Darfitpllung dnreli IntegTuU; (t? 10). Hiorauf gold L*r / 
Problem Uber iiiul bobtviidoll es in demulben VVeiHC, Dor Kcllenbriicli in § 
jcnigcii von § 47 dcr Abliaiullung 554 Uber, woim mini 2/* — u s, a — 2h 
Bcl/t. Wiril c ala eiiic puRiUvo Zahl angononimcn, so werclen dio Tcilzi 
briiclics qiindiatisclic Ausdriicko ilcr Niunmer mit imiiginnrcu Wnr/eln. 40iit 
die inie.iulliclieii I’rodnklc iniagiiiarc Fakloroii ontlialtcn und die Iidogi'aii 


El'LKR y.elgi, uit* 
luleg-ralo von ilor Gt’shiU, 


man zu rcellcii Ausdruckp.n grlatigen kanii und hierbe 



cos {b log .r) tl.c 


g('liilirL wild. I'jr gilit zuin Scbhissc oincn 
hlHHUllg (lOH Noiljiors. 

Ill 700 (vcmi 20. Miii-z I7H0) 


oxpliziton Ausdnick filr snlidic Intcgralo bci 


(. oiinnrnUilio in fractihnon (•.onfinuum, qua iiluslns J,a Ct/m.w,/. po/rs(n(es hinuniialcs exp 

(Opna omnia U(,*, ]). — iJdO) nmcht Eulicii einige Ronierkuiigen za einem Kottenl 

Kir (I -[■ d(Mi La (iWANfuo aiil’geBtoIlt hatta und dor die beinorkeiitiwerte Eigouscliaf 
sit'/.i, (1 (lI 5 or filr jjositivo mul ucguiivc gaiizzahligc j? cndlicli ist. Durch einige TraiisiV 
l-ioiion limlot lijinjou oiiion Ausdnick, der nur outbalt, nnd or cntwickelt. teilweiso i 
(iborguug zii kornpluxeii Wortoii, u. a. urdg/ nnd tg / in Kettoiibriicho. 


r.niKHAUDt Li/I.iau Oi»oia omnia fts* Comiuciitationes mialydoue 


0 


Vn. BEREGHNUNGKN DKR ZAHL ;t 


Eui.ivU hat sicli '/.n den verscbieclcnsten Zciten aoinos Lobciis ni 
schiiftigt: Wio berechnet man die Zahl x iriit vorgeschriobencr Geiianigk 
Wogc? Schon seiiio erste Arbeit iiber dicsen Gegenstund, namlich di( 
voin 20. Februar 1738 

Be vanis modi circuli (luath frUiram numcris proxime exprime 


{Opera omnia lu, p. 240 — 259) entlmit inchrero dcr spiitur voii ilnn w 
Verfabren. Naclulem cr knry. den Gcdunkengaiig dcs Arcbiinode.s und die 
Maciiin’ ^100 Stelleu mittols der Formul ^ — -Utc.tg' gao) 

waliiit, hat, forint or deii Rest dor Reilie 


0 ) 


nrctg X 


X 

1 





mittols sohier Summonlbrniel urn und Icitot daim inittcls den Additioiistlu 
tangcns-Fuidrtion 

X -[■ }/ 

(2) urctg a; nretjr y = aictg j _ 

Formolii ab wie dieseO 

^ - -I arctg ^ ■ nirXg ~ + nrctg • 


IJnreii uiibcscbrankl wiederhoUo Anwpndnng dor Forrnol (2) woidon 
gefundon wie 


l) Fllr "Y gcbrauclil cr in diesor Arbeit den Buchstahon or; flir Aveu: 
or die Abkiiizuug At, in spWoron Abbandlungoii Atang B. 280, lie, S. 17) ' 
809, lie*, S. 2.')9). In dor zwoiton ohigor Formula (3) Gndol. sicb Opera onu 
dor reobtftu Hoito infolgo oiucs llnickfeblors At statt At 


(3) 


= iirctg I- + iircig ^ arctff -[■ uretg.^^^ + - . . + ai ctg + ■ • - 

-■= urctg -h arctg ^ -|- arclg -j- iirctg + arc.tg + • • ■ -|- lU'ctg ^ ^ 


Audi Formeln dor rolgcudeii Art: 




iirotg 


P .. 
— 1 


;> .')/)* ~ jp 9 ^)^ 


(=>) 


' 2 ,> 




p® 7 • 2®y ’ i) • 2’'* ;)“ 


d- 


(«; 


32 K;>'^- 1 ) ^ 3 3 _ 3 3 ^ 3 

/)'' — ‘l;j^ -j* I p 5p® 11/j'^ ’ 13/j*^ 


w(‘i-(](‘n iiiitgotoilt; kio sintl leichl zu bcRlntiguiij iiiilani num IhuiIh Seiteii tiuuli x~ ^ 
retiziort, wobei dio rcchten Hoiten in Summon von g(:f)niHtii.sc‘lion Unilion Hbcrgolion. 
i'iULElt vM (li«K(!!i lloilion golftugt isl, wird iiicht orfliuhtlidi. lliro Vcvwonduugsniijglic 
dpiil.et er dnrdi JJewpidn an; ho licfort (G) Jllr p --- 2 df)» Wort: nrotg 18 ; adiliw-t man 
iirctg !, 80 orliiill nmn nndi ( 2 ) ^ . Zum SohluHso svird in mii- loscin Z\JsivmintMihang 
(Inm Vorliorgi'-luiinlon mit Honutzung der Fonuoln 


Hiji a: 


Cos 


.i: 

o 



sin X 

cos 2 cos ‘i 


4 sin 


X 
•1 ' 


sin X 

X X X 

fOH n.s j ous ^ 


— H sill 



(lio Gloiolinng 

(7) 


Sltl X X :> 

= COS cos 
X 2 4 


. 1 ’ 

WIH 008 

H ((; 


nbgcloitct und diircli cine kurzo NiiluTiiugBrcchming inittolH dor riOgurithmontaf'el bosl 
I'jino unondlic.lio Mongo von Kormoin, dio alio als \^eriillgomoinoiungcn dor Fonne 
anzusolinn wind, gil)L ICdLMU in dor Abhnndlnng 280 

Dc proffyessioHibns arcimm circulariiwi, gnormn tmifjcntpfi iiccandum 
cerlam legem procedunt 

{Opera omnia li6, p. 10 — 30), dio am 23. Novonil)or 1768 in der llorliner Akadomic 
losen, dnnn abor am 15. Oktobor 1759 dor Potersbiiiger Akiuloinio vorgologt wordoi 

o'' 


Dit' iu ilir niitgetdlteii Formcln bernlioii alle auf dm- IdctiUtiit 

iindg X, — arctg = (arrtg .ri — aictg x^) + (ai ctg — arctg .r^) 

-h (arctg s's ~~ arctg itj) -\ !- (arctg 

= arctg -}• arctg arrtg 

^ I rct j'a 1 '! *2 ■•‘3 1 f 


und der sicli ans ibr im Falle lini x,, -- 0 crgcbcndoii iiiiciidlichcu Ib'ihc iiir an 

n-^ce 

bringt sebr vielc Ticispiolc, in doneii cr j\ = (a 

er beispicIswf'iRO, imlcin er -waiter a -- 7, h ^ 2h wiildt, die Iteilic 


»v»4rj(=^ar«tfT I., 


Unigckehrl bonicrlit cr: Woiii 


ist-, so laflt sicli die Rcihe 


.l/s -!--] -•= 4/, .V 



I 

M r' .V 


finminiercit, inul iiirc Suinmo ist iirclg ^ j*" ;if ■ vcrliiiltnisiiiiidig einfaclicj 

Form (8) g<‘lungt Fui.icr ancli, iiidani er filr Xi, x^, x^, . . . die Niiherungsbi 

.... itrjj Kottcaibriiohs 
b ’ 

c + 1 

il -I- • . 


wiildt. SchlieRlicli zeigfc er, dali viingokclirt suis 


arctg ^ — arctg aretg ^ + arctg ^ — arctg -H 

■2 ifi .V 2 !/2 Ifi 


folgt 


. .y; d' 1 

«■ — !/i H 


vl -h I 


-.Vi f .VaH--- - 


— >h 'b 2/3 + 


2/1 + 1 


— 2/3 + 2/4 + 


Obwohl ill (liofior Abhaudlung 280 von der IBercehnniig der Zahl 7t iiirg 
ist, wurdo sie docli in die VII. Gruppe aufgonommeu; denn sic knUpft unmi 
zuvor besprochono Abhandlung 74 an. 


Itl 




r\p; _ f . j, /* •If , / I'U r Ihll 

0 n 0 

' (■•y.i.'" yfi-i)' v(-j)‘ /-^^v 

0 ■‘" + * ' .i ^ ‘2v-\-i\.i) ‘ .) (./)• 


Dit' m-.li((’ Suite, int, ii\v r - ^ mij ,,■=-. *. loicht init uiuiger Geiiiiuigknt. zii Itorechuu 
ujkI hufuil, JniiM (lie WerU- arctg ‘ innl urcfg -J , aus ilujion sicli n: vormogu <ler Gluichui) 


“ 8 arutg * f 4 arcig 
o 7 


iTgilil. DiuHuH liiMucihiuingavurrahruii biltlet. dm Inlmlt dur Ablmiiillung 70() vom 17. Jmii 177 

Dr nari) (jcnor. scricnnn ralmialunn ct vaUle convetyrMfium, f/ifzbe.s- rai'io 2^enphcnac 

ad dianirfrum exprimi 

{Opryn DUiniff J/c*, p. 21 • 27). 

Zelm vorliur liiiltu I'Tui.ku dur Putersburger Akadoniiu die Abhaiulliing 70r) voigelegt 


hivfstiijatio (juunindtm smcrum, qnav ad mtUmcm periphcrian vimih ml diawefyim 
vrro proxinw defhnendani maxime sunt accomodnfac 


{()})(:iu tininia \i<i% ji. 1-- 20). In iliv wird /.iir Burcehuung voii z eiii in dun bishei be 
=il)roulu’iuMi Arbcitun niuJit vorkommondcs, sohr brauchburns IfilfKinittel benut/i, namliul 
ilio Utdhu*) 


’10) nrcig / 


' fn- - - -‘‘"f y+'-iiif-'- y 

-I- t^\ ^ li 1 -1- ■ :i -f) Vl -I- /V ^ 3 . fy . H kl -I- p/ 


1) Alia Oloiubung (09) S. XXXVI orgibt sicli durcb DifTorontiatioii 

arusiii x = xY'l — (l + ^ ^ + 3;-| x* -|- d )i 

ind liioriius tblgt (lO) durch die Snb.stilution 

ja / I 

arcsin x — urcig 0 also ® 

Dio Uoiho (10) findot. nieh '/novst bei Johann* Bernoui.m: Opcio omnia t. 4, Lausannue el Ge 
ir.vae 1742, p. 24. Sio wiii-du sclion vor Eulek in Vorbindung mit Fomcln wiu (ll), (12) m 
Joroclinniig von n lioianguzogon dmeb Cjiarlhs Huttos : Philosophical Transactions, Bd. 66, 1776 
k 4 76—492. 


Eur,i-:R boweist si« ;iuf mehrerc WeiseJi uinl beiiut/t sie ini Zusain 
legungssiif 7,011 wie 

(11) .t -- 4 iirctg + 4 ^ , 


(12) 


X 8 flictg ^ -L -1 fiidg , 


(i:^) 


i 3 

X aOfti'ctg Y + B ai-ctg 


y.ur Berochnung von x. Iiislieaoiulcrc liefeit (13) flon Ansatz, dor wolil ’ 
eignotb'to ist, dm don Dezinmlbnicli fdr x y.u flnden; 


^ 10 3 i()6 3 • fi V I (){)/ 3 ■ ') -Y Vloo/ 

:jn33G [■ 2 Ml , ( ^'^4 Y 'I 

i'ooooo L 3 iboTm s'* ri \ 1 00060 / 'f* ’ " J ‘ 


In der iin erafoii fiaiidn <ler O/jfira j/os//rjjia urscluciioiion Abliandluiij 
Serien maxime idoncao imi circnli quudrulnru proximo invcn'u 

{02)cia r,muHi In*, p. 2i‘il — 283), die soiwt iin weseiillicliun iinv uine Wic 
elien bcsprochonen Ablmndluiig 70i) ist, berccliuot Ei;m;u init dicser ronni 
itinlfitollon, wozu or, wit* or miUeilt, iinr ungofjilir uino Slnndn gobnuiclit 1 
Es bloibcH iiocli ’/woi ArbeiUm Ki.t.khs /ii bcsjnt'clicn, in doiicn /m 
X Wogo oingesclilfigcM werdcn, die UHtominandor tttid von don in don bii 
Avbcilcu eingesclilagoiieii gnnx vorsohicdcii aind; es fiiiid dies dio Ablmin 
23. Miir?, 1730 

Co}isi(fmriio pfofftmfox/.s fiirimdf/M ad circuii qnudmlurnm invcamn 
(Opera 0 )unia Im, p. 350 — 363) iind dio Abliniidlung 275 

Annotalioncs in locum quondam (kirtl'Mi ad circnli qnudratnram Sj 

dio iim 20. .luli 1758 <ler Hcrliiior und (iiu Jf). OUtober 170!) der Boteif 
vorgclegt worden ist (Ojjtm owww Itb, p. 1 — 15). In dor lotztercii bowoist 
tigkeit. oiiioi- Folgo von Konstrukliouen <lo8 Di:scaR'I'i:s, die inifc iinnior gt b; 
licli beliobig grofior (icnanigkcit den Diucinnesser des Kieisos licfeni, doss 
doin oinos gcgolienen QuadraUi isfc. 

Eulkr zeigb, datl die Roihe 


. Jf.l, « 1. X '] 

ta»g T + 3 8 + 4 ‘"’’f G + « ‘“"S 33 + ■ • • = 


Dio Abhnudlung 125 bcgimit mit dor Uoreclinuag dos liitcgnds 



di 

J +t‘ 


1 


ih fitrncko 0...« wird in „ glri.hn 'l'cil„ g.teilt ,„„1 mclR / uilhernnKswcisc durcl. ,1 
l((;(jh(e‘.ckrormcl 


_i !ll 

^ -I- A + i) /2 + ■ * 


bomdiiiot; daiiii wird dio Dilfereir/. iiretg # - .s- miltols dor Eulku scheii Siimineiiformo] n! 
gi’Hidmtx.t iiTid srlilidlilich i 1 g«sol/,l, wodureli Rich folgeiido, Kormol I'iir ~ eigibt: 


// 


+ o 

/r 

» 



1/ 


'(- J 

1 

-1- .( 

-h ii 

+ • 

• • + ■ 2 

1- 

ir 

J 

] J 

1 

i 


, r> 


1 

-1?/ 

(i 2-2«2 

~ 42 ’ 

23.' (i 


" GO ■ 

oS 

.'lO 

<138(57 

1 

nri-l 

1.713 


1 




. J S idS 

i; • 

23 

yll 

• 22 

+ 

. . . 


(Dio , .,1, , ,|j. , J iistt'. sinil dio ]Ji-;K,vo(:(,Lr.schoii Zaldoii A’a, i?o, />io, I'fiw. 

IJidor ilor Aiiniiimio w — 5 gewinnt or aus (Id) n: inif 12 DeziniiilKtellon richtig. 

i'Ji'LHit (‘l•(c(‘lnli (§ (5) Sfiir riohtig, dafi dio Roilie (14) uacli der hcutigen Bozeicli 

fitirig-^wciMo „li(iIIilcoiiv('ig('iil.“ tst; or augt, jo gWifier a soi, uin so genaiier liefero sie : 

dfioli miisHo limn sio an I’iiior geoig/ictoii Stello abhreclion, tlenn sie dlvergicie, iind /.war s 

Hclir^ dull aiiidi dii^ iloilio, dio naoh Multiplikation des Clliedos mit. .r‘' eiitstelie, divergen 

Itloilio, wio Uloiii tiueli :c soi; dcr Qnotioiit ) B* 2 v_aj : j bleibe namlicli (i'iir u > 2 

oliorlmlb mid ■ Dav-ra! ^ 1 Roi iiByniptotisch gleich . Daraiis schliofi 

(‘ 1 * rioliUg, ilnli das dcm lloii-ago nacb kloliisto Glied dor lioilio (14) eiiie Nuimner babe, di 

ill dor Nilbo von llogo. Mit sichorimi Gefiilil sagt El’LKI?, dab man bai jenem Gliedc di 
{/•2 

Snnirn/iUoii nbbroolicii mii.VKO. Dino Upgriiiidniig dipsos GoHibls odor dio Angabe einer obcrc] 
doH b’cldorbolragfis dnri'to man von ihm uiid seiner Zeit nicbt verbmgeii. Dio Rest 


l) Das folpl Udclii. aus (3) S. IX. 


al)schii.t/un}r, ilio or in § Hi vcrsne.lit, «»iilb*»lirt lUir Hcgnlnciunj*'. Isl I* day 
niit ([cm kl(.'inKl(5ii H(‘traj;'e fol^ciitJc, ao hut. /.war I'/i.T.lsK rcilii., wcmii 
(•lied nmi dtc iiliclib'(-iblj'oii(h:ii slimmlpii uitgoliilir mit den 
Ki'hen Kcili(! 


(ir.) 


1 '-'‘Y- 


Vn* ;r'/ 



dlicrj'iii (\v(i (£ dioAuznld ilor l>rilii'luill(!n('n filicilcr, iiisn die Xiinnm'i' ([ch (( 
(lc*r l{(’ili(‘ (f‘l) ist,), sibar «*« iai kciii (Iniiid (MM'/.iiHi'lion, wariim die SmmiM’ 

-i- 1 /i* 

dm- i^cditictiisalnm Kailm (In) als A.}»a(;luUv.iind‘ dcs |{i‘Rl('a hiji/.iifi-cliif'l wcrdi 


iMilnpluui, ini .liuinar 


(iKiHt 
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73G. De summat.ione seriorura in hac forma coutentarnm 


« 

a 


+ 4' + !>■ T Ifi + 35 + 3G + 


>romoii'('S do l'aoftd<ijnic dos scimicm do iSt.-Polor«bour^ J? (J80J)/J0), [i. LM) 


742. Observntioncs circfi fractiones continiias in hac forma contGiilas 

n 


.S’=- 


I H 


-I- 1 


:? + 


n 4- '2 


» + 


■n o 


■1 '}- (ic 

iMomoivos (Ls rnca(Htnin dos scic'iifns do Kt.-lMtoisUnurg 4 (iHll). 1813, ]). i}‘2—7 


743. De sorie maxime momorabili, qua pol.estas hinomialis quaccnnquc 
primi })otf'9t 
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rNVESTIGATIO QUARUNDAIW SERIERUM 
QUAE AD RATIONEM PERIPHERLVE CIRCULI 
AD DIAMETRUM VERO PROXIME 
DEFIiNIENDAM MAXLME SUNT ACCOMMODATAE') 


Oonveutui oxhibila dio 7. lunii 1779 


C'oinmoiitatio 705 indicis Enkstuoemiani 
Novii iiotii noiidcmiao scionLiarum Poiiopolilanao 11 (1703), 1798, p. 133—149 
Summnraini ibidem p. 167—168 


SUMMARIUM 

Tons <‘-oux (jni aprbs van Ceulen*) ont chcrchc ])ai- approximation la circonfercnce .t 
Lin cori’.l(5, (lout lo diamolro -- 1, so sont sorvis de la serio coniiue do Lioirnetz, en vertu 
laquollc I'lU-c s dun ccrclo, dont le rayon =1, cst expriind par sa tangcute t do la 
inioro suivanto: 

li (loinio jinur la circonfdreiico ontierc 

TT = yi2 X — jj _ -h — 7."^ + iT. A* “ 

1) Coiifor Imo cum dissortatiouo Cominoritatioiioin 74 indici'i Enksthokmiani, 1-lo.vuardi 
ui-KHi Ono'd omnia vol. In, p- 245 — 259 ot Comnioiitationem 809 huius voluraiois. 

C. B. 

2) Voir la Jioto 2 an has do la page 3. C. B. 

IjKONftARDi Eur.mu Opera omnia Iifi* CoiUDoentationfia analyticae 


1 


Feu M. Euli:u avcit dejrv propose*), dans le nenvicmo volume dcs fuicioiis Comm 
pour I’aiinee 17157, uiie melliode de diminuer ce Iravail ciiormc, on faisaiit usage de la 
eition des arcs, et Jioinmement de I’expression 


qui domic 


“ = A tang. -h 


A tang. 


] 

a' 




1 




._L h._L. 

J-3' ^ u -3° 


,^ + Ct.. 


Le travail devient rncoro ])lus legcr, quanJ on se seit do la decomposition 

a: 8 A tang, t 4 A tang. ; 

* O i 


lo.s series qni on lesuUenfc devieiment ires coiivergentes; lo .seiil inconvenient qiii on 
un pen I’avantago est la division successive par 49, qui n’cst })ns assc/ commode. 

Pour leuiedier a cet inconvenient, M. Ei:li-:h donno ici nne milre e.xprcssion 
par sa tangeiito t, savoir 




qii’il ddmontro do deux nmniorcs difforeatcs et qui, eti mettaut = y et 
I’oxprcssiou 


a: = 8 A tg-. 1 + 4 A tg, J- , 


puis t 


donne la circonference expriinuo pur Ics doux sdries auivantes: 

2 


rr ••=' 


-?i[' + :(i^ + l4(TVr+S;l4(iV)+oHl 

[+ i-5 [' + a' (foi) + 8 7. (i5s)'+ a H"? (rlo) + 


qui Bont non seuleiuent ircis convcrgonlos, mais, do plus, d’un usage ties commod 
facilite avee kquelle on pent dediiire cliaquc tonne do sou prece'dcnt. 

L'avantago clovioiit encore, plus grand, si Ton so sort do la deeompoKition 

= 20 A tang. * + 8 A taiig. 

car olio fournit dos sdrios encore plus convergentes et doiie'cs dos miimos avanta 
tivonient a, la coinmoditd chi calcul. Cos series soiit: 


2) Voir la note 1 an bas do la- page 3. 


0. 13. 


(■' rob..oaL^ .H (looo J + 8‘rUioooy 


clont la seen,!,, ost s.utout ranHinii.able par 1« propriot,! da donner la Bo.n.nc des c 

prc.raiors tennaa oxartcnclt par mia fraction dcciinalc dc S(i cLifrec, tons lea suivaua cl, 
ao« 7,or08. 


. (Jui post Liidolpjmjm a Cei;li:,v‘] veram ratioiiem peripheriae ad di 
mettrum proximo assignaro siiscepcrunt, usi stmt serie LuinxiTiAXAn, qua p 

oivcnlo, CUIUS radius 1, arcus qiiicimque s per suiim tangeiitem t ita e 
[unmi aolot, ut aib 


iiuiio no iriiigis oojivorgib, quo minor tangens t accipiatur. Sed quia arcus 
M.l boLain poriplioriain, vol ad arciim quadrautis cogiiitam rationom teiie 
Jobut, j)ro iircn .s vix minoreni valorem assiimore licob, quam 30 gradmii 
(iiij)Ik; emus tangens est quo valoro in serie sub, sfcitubo, si semiperipher 
Mvcnli pm- y/ dosigiiebiir, crib ;7 = fis, unde deducifcur Iiaoc series 




Vvj 


X 


:i '• :j 6 • 32 7 • 3'* if- 3‘ 


lino pabob calcnlinn liiiius sorioi ante institui non posse, quain radix qui 
Iraba ox numcro 12 iul bob figtiras docimales fuerit extraefca., ad quot vale 
psius 71 dosidomtur, quern sbtipendum luborein olini Aerauami.'s Sharp^) usqr 
id 72 Jignras docimalcs, bum vero Professor Orcsiutmiensis Maciiix®) a 
.00 figuras osb oxsocubiis. Multo maiorem autem laborem sollertissimus calci 
ator Gallns dk Laony‘) ost oxantlaro coactus, qui ex eadom sorie valorci 
psius H adco usque ad 128 figuras decimaloa doterminavit, qui Inbor cert 
)lna quani llerculous csfc censendus, cum tainen extractio radicis ex numero 1 
antuni banquam opus praolirninare sit speetandum, istam ouim iiumensar 


1) Vido J.Kii.wiiMtDi Oiiera omnia vol. Im, iiolam ad p. 178 adiectain. C. B. 

2) Vido f.KOSKAKni Kui-iciti Opna o»i«tu vol. lu, notani ad p. 249 adiectam. C. B. 

3) Vido fiKONiiARDi Evleri Opera omnia vol. In, notani 1 ad p. 246 adiectam. C. 13. 

4) Vido LuoNiiAtinf ICur.ERi Opera omnia vol. In, notam 2 ad p. 246 adioctani. C. B. 


1 * 


fractionoin decimalGui clemum opus crat coutinuo por 3 dividpro, 
iusuper singuli teriuini por numcros iinpares 3, 7, 9, 11 otc. ord 

dobebaut. Cum igitur istius scriei cpiilibet tennmua in hue forma c 


(Ui + 1)3"’ 

ubi n deiiotat niiinonim torminoruin, tot tonuinos coniputari oporlct, 

(aH + i)3^_ 
l/i2 


sive, logavithniis vulgaribus sunioiidis, douce fiat 

/-(2k H- 1) + k/3 — /12 128; 


unde primam partoiu /(2»-l-l) negligeiulo colligitur 


}t 


128+Jfl2 


liincquo prodit torminoruin numorus aliquanto minor quain 2fif3; o? 
quo iJiftximo ost miramlum qwcmquam fiiisso ropertuin, qui hiinc ; 
luboroiri oxsoqui sit ausus. 


2. lam duduin') autom proposui niothoduin istnm laborom 
sublovandi, posfcquani scilicot ostomli duos arcus satis oxigiios in h 
adhibori posse, quorum quidem neuter ad periphoriani teneat ratio 
nalom, quorum tamcn sunima talom rationoin toueat. Tales ftreus 


ita lib 


71 


4 k tang. I -t- 4 A tang. }-■ , 

« O 


J) Oonfor Cominontationis 74 itidicis Engstroicmiaxi supra laudalao §§11 < 
LRoy/iABDi Euikri Opera o)nnia vol. lu, p. 262. C. U. 


Oil — ItIDJ AU IJJ-ii.urilJlU.H iJl'ji' i:siJ’.WUA.H .MAAIJII'J DU 1 jV L-UU JI,\1U A i A ii 


luornni utorquo per uostraiii scricin facile cvolvitur, cum sit 


}fc 


/V taug. 


1 

2 



( L-. 


- + etc. 


A 


taug. -■ 



1 , i 

3 3 * 5 - 3 ^ 


,: 3 ,- + ctc. 


> 


ibi termini ilUus scriei fere in rationo. quadvupla decrescimt, huiiis voro i 
•atione fen*, noncupla ideoque nmlto magis converguut, qiiam series ab Au( 
/Oribiis momoratis nsnrpata. Priiccipuc vero notaiulum cst hoc inodo nullai 
ixtractioneni vadicis roqiiiri sicque fere niaximam partem ilUus laboris evitar 
n’aoterea, etiam singuU termini barum novarum scrinruni facilUine in fractioiu 
Icciinales convortuntur; quae quia figurac ccrfcum ordineni, imprimis ab initi 
servant, computus ad quotcimque iiguras sine magno laboro oxtenditur. 


3. Multo magis autem labor diminuotur, si adbuc minores arcus in sul 
ndiuin voceiibuv. Cum cniin sit 


erit nunc 


A tang. 


A tang. + A tang. -■ 


7r = 8 A tang. --- + 4 A tang. 


1 

7 ’ 


sicquo in seric priero termini statiin in rationo jioncupla decroscunt, in post 
rtoro voro adeo 40 vicibus evadunt minores. Unicum autem, quod liic dos 
derari posset, in hoc consistit, quod non tani facile per 49 continua divis 
instituatur optaiidumquo fuisset, ut ista divisio vel per potestatem donai 
vcl alius umneri simplieem ad 10 rationeiii tonentis expediri posset. 


4. Incidi autem nuper i?i modura prorsus singnlarom, quo luiic incor 
mode felicissimo successu occurritur atque adeo series praecedGute.s mag 
couvergontes redduutur. Constat autem isto modus in idouea transformatioi 
soiiei IjIuhnitianai':, quae per sequentes opei-ationes procedit. 


i* f’ 

'•-I + V-T + 


sit = 



s"tt 


2 • 4 

H- 

2 • I • 6 


2.4-6 

- 6 

1 • 3 • 5 • 7 

3 - l>-7"“9 

2 4 ■ B 

i~ 

2.4.6 

y3 1 

2 ■ 4 ■ 6 

3 5~y 

3.6“‘7.9 

i -r 

5 -1 ■ fTn 


+ 

2-4.6 

1 • 3 • 6 . 7 


2 ■ 4 • 6 

3-6.7-fl 


'2--i 


-\- etc. 


q "71 , , 2 - 4 . 8. 8 ,3 2 . 4 - 6-8 , , 

5 0 +^0= 3T6T7^ + -i-.T.T:y-.-9^ - r.5"TT9-.n^ 


etc. 


-JOt \ -Xl-' J IVU J rjl^ .lii’j OUi> J 2\\^\^\J^MMUMJi\. i J\jlj 


5. Colligamus iam siiignlas substitulionea liic facias, quao sunt 

s ^ ^ 

I'Vtt ^ 'i-hft* 


s == 


2t 


s' It 


3(]'+/0 

s" _ 

n-;>'(i' + /0 “'■ I -}. f./' 




5i-4.C/ 


.s-’"7/ 


3-o-7(l+«) '■ 
etc. 


Qnodsi iam valorcs posteriorcs in praocedentibiis subatituantur, pro a 
sequftns ohtinebitur nova S( 3 rie.s 

'3 \i -I- itj^ ;r -'6 * a H- //)» ■ 3 • 5 ‘7 ■ (I'Vf- /o’ ' ’ 

quao ad scqncntem fovmain commodiorem i-cducitur 


1 +// 


'1 L V V , / // Y , . 

. 3 (t +//) 3-&vrY'//) ^ :i ■ 3-7 Vt + /// 


ubi singidi termini adbao facilius ovolvuntiu* qn/im in se?'ie praocec 
propteroa quod ox quolibot termino seqiiens immediato detovminari p 
Ita ox primo toianino repcritiir sccundus, si illo ])or y et per r 

pUcetiiv (Multiplicatio aiitem por -- fib, dnm pars tcrlia subtrahitur). S 
dus per mulUplicatus dab terbium; hie voro por y (i-py^) niu' 

catus dab quartiini eb ita porro. li'acillime autoin per fractiones ^ 
multiplicatur. l^raetorea vero baud cxiguum est luenun, quod omnes ie; 
sunt positivi, oorumqiie ergo sola additio arcnni quocsitum s suppeditat 


6. Ad hanc autem jiovam soriem primmn methodo louge alia sum 
ductus, qiuiin Iiic ap])osuisso oporac orib preliiim. Cum sit 


extondatur, ita ut tuturum sit s = a tang. a. 


7. Turn veio Imius 
pracseuto 

hincque porro sub hac 


fonnulae denominatorem \ tt sub 
1 (I (I — a ~~ t t'j 


(1 d- 


a a — 1 1\ 
I + aaJ 


quo facto fractio evolvotur in. hanc seriom 


sicquc erit. 


I 

l -r (la 



a a — it 
1 + flfi 



iTaaP^b + T-ral 



postqnam scilicet integratio a if = 0 usque ad f = a fucrifc 
stabim patet pro prime termino foro 

= a, 

pro SGCundo autom 

f dt{aa — tt) = rt*. 


8. At vero, quo facilius oraiics termini sequoutes integrei 
aequationem evolvi convoniet 

fdt{aa~ tty ■'■'=== A fBl{aa — H)"-!- l}t(aa — ti)"-' 

quae difTorenfciata ac per dt(aa — tt)” divisa praobot 

ubi diiplicis generis termini occurrunt, scilicet mere constant! 
tt affecti, qui seorsim se mutuo toUere dobont. 


nivolvat, (juod cvoiiit stataicndo 

A == 2(« + 1) Ba«, 


..livnuu uijiii {^unaein factors 


qno lacl.o, si iiC(jiiiitio iiisiipoi- per aa - H dividatur, prodibit 

l = H(2«-|-3); 

undo colligitur 

dcqiio acquai/io nonU-a assurnta iam crif. 

JfXiaa - l/r " ~ »)"*'. 


-iuuro HI inl(‘gr;ilia n. I — 0 usquo acl t = a uxtendaiitur, postroaium membrui 
^poiii.o abil i!i nihiluni sicquo habebimus lianc reductiouem geiieralem 


fffl (aa - <«)""'= ^ 'iv+F-.P' - “)"■ 


10. la?n opo Iniius roducfcionis ex quolibcfc termino nostrae seriei fad 
imo ioniiiiiUH scquons as.sigimri potarifc. Quodsi enim loco exponeutis 
aicco88ivo oiaaoH valoroa 0, 1, 2, 3, *1, 5 etc. ponamns, sequeufcia integrali 
iJuiciHComiir 

j’di{aa — It) 
fdt{aa ^5^*’ 

/»- , y , , 2 • 4 • 6 • 8 a 

f8({aa-tt)^ 

etc. 


[/KONiiAKut lOm.iini Opera omnia Iio* Commontatlonea analylioae 


2 


5 = A tang, a = 


1 + aa 


(. 




i o 2-4 f, 

S ' ® S ■ Tj 


1-6 


V — - « 


(1 + 


+ etc. 


undo, si loco a restituamus I, oriotiir ipsa series niotliodo pracced 
venta, scilicet. 


s «« A tang, t => 



3 •5 



2 ••!_() / It y 
'All 


12. Nunc igitur lianc novam seriom ad no.strum institntuni pro 
commodemus, et quoniam supra prirao hanc liabuimus aequatiouoin 


7? = 4 A tang. * -f- 4 A tang. ^ 

« O 


pro priorc parte, ubi ( — obiiiiebimins hanc soriom 


A I t 2 / , , 2 I , 2 • d 1 ,2 • 4 • 6 I , , \ 

Y - 5 (1 + 3 • 5 -r 7 , , 3 ■ 3 -, -- .^Tr^ ■ T etc.) . 


pro altoni autern parte, ubi /*---• erit 


A 4...., I ^ N I 2 I . 2 - 4 1 , 2 - 4 • () 1 , , \ 

' ^'3 ~ 10 * 10^ '3- 5 * 10" 3 ■ f) ■ 7 * id® ’ 


consequenter valor ipsius 71 xior binas aequentos series oxpriinetn 


71 


10 


L ' 3 VlO/ 3-6\l0/ 


2 . .1 • (i / 2 \® 


B.5'7 \10 


+ etc. 


^ 10 


"1 I ‘VM 2-4/1 y , 2 . 4.6 /I y 1 

- 3 VioJ 3-.5\ld) 3.'5.7 lldj ' 


'1 


lu itiiviuiiijurt llilUfll! 


ipsurn denarium 


atqiic hao 


, t - - 1 ' 

series adco magis coiivergunt. 


I'i. laicruni autoin ndhnc inulto erit tiiaius, si forma 
71 == 8 A tang. ^ -I-- 4 A taug. ~ 


por novjiin scriom ovolvatur, cuius para prior iam est evolnta; pro alte; 
antcni, ubi t ^ , nnno habebimus 


A tiing. i _ 1 (l + .2 . ^ 2^_:_6 ^ ^ 


nine igitur iianciscciimr acquentes series pro valore somiperipheviae n indi 
gando 


n 


'i- 

To 


=;[■-' iGa+KGv>'-'-m{a'+*j 


hac(|uo dnao sories sunt aptissimac ad valorem ipsius ii ad quotcunque figun 
clociinales oxprimcnduiu, propterca quod singnli termini ex praoccdentibi 
(acillimc forinantur atqiie adco prioris seriei termini iam in ratione decupi 
pofliorioris voro in quinquies decnpla decroscuut. Unde, si quis bnne valoroi 
iid L28 liguvas dcfinirci vollct, pro priorc serie couiputaro deberet terininc 
contnm viginti octo, posterioria vero septuaginta quinque tantiim. 


M. Quo usus hai'uin sericnim clariiis appareafc, ufcriusqiio seriei oci 
terminos prioi'os in fraefciones decimales ovolvainus; eritque 


PRO PARTE PRIORE 


torm. I. “ 2,4 etc. 
— n. — - 1 6 etc. 


— III. =..128 etc. 

— IV, TO 9,7 1 4 2 8 G, 7 1 4 2 8 5,7 1 4 2 8 5,7 I 

_ V. n 7,5 2 3 8 0 9,5 2 3 8 0 9,5 2 3 8 0 9,5 2 

„ VI. 8,8 G 5 8 0 0,8 6 5 80 0,8 fi 5 8 0 0,8 (i 

— Vil. — 8 1,8 3 <8 lii 1,8 3 8 1 6 1,8 3 8 1 G 1, 

— VIII. 7 G,3 8 2 2 8 4,3 8 2 2 8 4,3 8 2 2 8 

Pars 1. = 2,0 7 4 0 04 427)2 a 1 4 3 5 2 a 1 4 :i ula 3 1 4 !i 

PRO PAETIC POSTERIORE 


term. J. =0,5 GO etc. 

- j|. - 7 4 6 fi G G G G G G G G G 6 0 G G G 6 G G G G G 

nr. I 1 9 4 6 6 6 6 G G G G G G G G G G G G G G G 

- IV. 2 0 4 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

V. = ----30 4 0 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 

- V[. -06 1 9 7 9 7 9 7 9 7 9 7 0 7 9 7 

- VII. I 2 2 2, 1 1 G r> 5 0, 1 I G 5 5 0 

- Vlll. 2 2 8 1 2, 8 4 2 2 G 8, 8 4 2 

Pars II. .-= 0,.5 G 7 .1 8 8 2 1 8 4 1 G fi 5 1 3 l|4 1 2 5 8 7)4 1 2 


Hinc patet istas suinnms octo prionini ternunoriira, ob revolntioncf: 
in figuris occurronlcs, sine uUo laboro ad quotcnnqne figurns contii 


15. Ex hoc acheniate iara sta-tim vovus valor ipsius n ad 0 
usque assignari poterit. Cum onim octo prionini torminoruiii sum 




ixu .MAAl.Uii; bUiNT AU^AhM.MUlJATAI-: 


jjartis prioris «= 2,5 7 4 0 0 4 4 5, 

partis posterioris =» 0,5 G 7 5 8 8 2 2, 

erit valor ipsius .-7 = 3,1 4 1 5 9 2 G 5, 

ubi no in ultima quidoiu iigura orratur. Facile autem isto calculus acl pi 
figuras extendi potest, propterea (piod termini octavum subsequentos ex 
ipso siue dit'ficultate cornpiitantur. Est enim 


PRO PAllTE PUIORE 


terminus IX. 


VIll. 

- X. 


IX. 

10' 

10/ 

XL = ' ( 

1 — M 

X. 

10' 

V 21 / 


etc., 




PRO PARTE POSTEKIORE 


tonninus IX. 

= n ( 

1- M 

Viil. 


100 \ 

17 / 

X. 

= A/, 

IX. 


100 \ 

19/ 

XL 


X. 

100 \ 

21/ 


etc. 


IG. Quo usus hanim forraulavum raagis elucoscat, quaeramus valo 
ipsius 71 usque ad 16 Qguras; ct calculus erit 


PRO PARTI^:; PRIORE 


1. . . . VIIT. 
term. IX. 

- X. 
XI. 

- XII. 

- XIII. 

- XIV. 

- XV. 

- XVI. 


= 2,5 7 4 004 4 2723143523 

718892088 

G 8 1 0 5 0 G 0 

G 4 8 G 2 4 4 

G 2 0 4 2 3 

59561 

5 7 3 5 

_ . 5 5 4 

- --54 


Summa 2,5 7400443517 313748 


PRO PARTE POSTERIORY 


1. . . . VJII. 
term. IX. 
X. 

Par.s II. 
Pai'9 I. 


= 0,5 G 7 5 8 8 2 1 8 4 1 G G 5 1 3 1 

- 4 2 9 

8 

= 0,5 6 7 5 8 8 2 1 8 4 1 G G 5 5 (i 8‘) 
= 2,5 7 4 0 0 4 4 3 5 1 7 3 1 3 7 4 8 


Line rr = 3,1 4 1 5 9 2 G 5 3 5 8 9 7 9 3 1 G^) 


17. Possunb vero etiam aliae huiiiamodi I'oniialao pro n invoiiiri, 
adhuc rnagis convorganb ac paritcr por poteslatos denarii procodaiit. 
onini in genorc sit 

A tang. -■ A tang. 1; -|- A tang, 

si aumainus ^ ^ 

it «K , Pi'i 

1 -Mi «« + «« + 

suinto vevo 

. ab — ^a 

u ft -\-ub 

i) Edilio priticops: 7. 0. B. 

y) Editio princop.s; 5. Oovrcctiio ultimao dime iigurao sunt 23. 0. H. 


18. (hiouiam igitur habuimus hanc formuhim 

« = S A. tang. + 4 A itmg. ^ , 

1(){X) r>rioriH arcus opo roductionis allatao duos alios introdiicamus i 

‘ * u , _ O . 

Hcilicot =-> ,j ; ot pro siimainus ^ fiotquc tortins arcus = A tang. 'j. it 

l 1 2 

A tang. 3 = tang. _ H- A tang. — , 


(juo valoro substituto rorinula nostra erit 

=--= 12 A tiing. J + 8 A tang. , 
cuius arciiin priorcin iam anto ovolviiiuis. At voro ob 


pro 


ti _ 1 _ _?.L 
' 126 1000 

altero habobiinus 

, , 2 22 r, , 2 / 32 \ ,2 -.I / 32 V . 2J ■ 6 

A tang. - = [_i I 3 viobo^ 3 -r»\iooo/ ^ 3-&-7 



Yornni hie continua niiiltiplicatio per uumoriim 32 non satis ad calci 
idonca. praocipuo autom haec series minus convergit quam quae c 
dodneta. 


19. Jlanc ob oaiissam ponitiis reiiciamus istum arcum, eiusquo 
naluctioiiis supra datao snbstitiiainus duos novos arcus, quorum alte 
stalAiomlo "■ = ", (it I = 4- liincqno fiet 

(ih — (iil 3 

K/j + a6 79’ 


n = 20 A taug. ~ + 8 A tang. ^ • 

Ubi notetur, posito t =» fore 

Ji __ 9_ _ J'14 
” C25“d “ ioodod’ 

quaft fVactio pvopemodo cst i\ude patel Ivanc sevvciu 

^ 79 6^ 3 (robddd) J -”5 (rdodbd) 

maxime convergere ciusquo terminos propemodum septingei 

20. Ista igitiu* series maxime esl- notabu digoa proptei 
genbiam, atqnc adoo plurimum oporae pretium erit iniilti] 
non dotciTon, quippc quao, bis per 12 multiplicando, faci 
Per 12 autcm mnltiplicare vix clifficilius est quam per 2. 
amlios istos arcus per nostrain novam sorieni; atque impetr 
formam 


7 [ = 


28 

1 + 

2 

/ 2 \ 

+ 

2-4 


2 • 4 • G 

10 

"3 

\TboJ 

3 .5 

(idd) 

3-^ 

30336 

t + 

o 

1 

( ] 

1 + 

2.4, 

^ 3 44 > 

) + otc.] 

100000 

3 

VlOOOOO/' 

3-5' 

UOOOUO^ 


Ilic igitur coSfficions prioris serioi quinquies inaior est q 
obiam singulL termini ibi exhibiti tobies maiorcs sunt capiei 
octo priorum torminorum erit 

2, 8379410920832 7‘)65|706293|70629 
octavus autom terminus 

0,0 0000000000114:064|211344121134 
ex quo iain sequentcs termini facile colliguntur. 

l) Edilio princcps: 5. 0. B. 


HIM. ol.liiKMitur, (him ille bis per 12 multiplicetui- et a pmdncb 

t'liilii piu-H imllo rnspcctu habito atl loca ciphranim aeciniiilium 

humlo.iirnliiiii (^x hoc abcmin nequit, hum satis constat, quotics qui 

Im',1, lormiiuiH iniiu)!' (ist [nucmlente. Talem calcnlum pro sex prioribus tei 
liniH iii<‘ oxliihoamus. 

I.orm. 1. ■ (),:i 0 l\ b (i 

li G 'I 0 ;i 2 

;b '1 ;j G H ;j 8 d 

1 -1 b G I 2 8 

torni. II. 2 1) 1 2 2 5 G 
:i 4 !) d 7 0 7 2 

5. '1 M) ;i G d 8 G 4 

8 8 H 7 2 !) 7 2 8 


tonn. 111. ;i 8 f) 'i 1) 1 8 ‘) I 2 

A 0 2 5 i) 0 2 G 9 4 4 
7. A 8 8 i 0 8 8 2 8 82 8 

G !) 0 I f) 4 7 d 7 G 1,1 4 2 8 i) 7,1 4 2 8 5 7,1 4 2 etc. 

t„nu. I V. = 'I 1 'I 0 !) a H 'I 8 5 (i C.8 8 7 1 4 :3,8 7 1 4 2,8 5 7 otc. 

I i) (I <) 1 1 4 1 8 2 8 0 2.2 8 5 7 1 4,2 8 i 7 1 4,2 8 0 etc. 

,5 .) (I 2 1) ■! 7 0 1 !) 3 fi 2 7,4 2 8 .5 7 1,4 2 8 5 7 1,4 2 8 etc. 

(! (i 2 .5 4 8 .') S 7 7 0 G 9,7 1 4 2 8 ,'5,7 1 4 2 8 .0,7 1 4 etc. 


I.onn. V. 

U. 


r> 8 0 0 8 8 8 4 G 1 G 8 5 7,7 1 4 2 8 5,7 1 4 2 8 ;j,7 1 4 etc. 

G 8 G 0 4 G G 1 5 8 9 8 6 9 2,5 7 1 4 2 8,5 7 1 4 2 8,5 7 1 etc. 

7 (! 8 2 5 5 9 a 8 4 7 8 4 3 1 0,8 5 7 1 4 2,8 5 7 1 4 2, 8 5 7 etc, 

G !) 8 8 G 9 0 8 4 9 8 0 3 9 1,8 9 C 1 0 3,8 9 G 1 0 3,8 


tiU’iu. VI. 


(1 <) a 8 G 9 0 3 4 9 8 0 3 9 1.8 9 G 1 0 3,8 9 6 1 0 3,8 9 G 1 etc. 

Mijt.inii Ofiom omnia tio* CommeiilntioneB analyticae ^ 


undo ipsos termiuos desumaraus et in unain suinmam colligamus: 


term. I. —0,308 3 G 


II. = 

2912256 

in. ==■- 

3354918 

IV. = 

4 14 0 

V. = 

.5 

VI. = 



9 I 2 

928 485G t!,8ri 7 1 4 2,8 5 7 1 4 2 
30038 84- Gl 0 5 5 7,7 1 4 28 5,7 
6 9 3 8 0 9 0 3 4 5 8 0 3 9 1,89 0 


Summiu = 0,3 0 3 0 5 1 5 6 1 5 0 G 5 1 4 7 8 1 2 8 2 0 5 7 7 0 0 3 9 1,8 9 0 1 C 

96103,8 96 1 03,8 etc., 


ubi iniprinO.y noiatu diganm occnrrit, (/nod sunnna r/nin(/ue prioruni 
nornm absolute exhibcrl potest, dum scilici^t fVactio dccinmlis in llgu 
abnnnpitur, liaecque postrcma fornuilii pro n data ad calculnm maxiine 
accommodata. 


22. Islx Godoin principio, unde nostrum sorioiri dcdnximus, aliao 
series ilcrivaii possuub paritor nuiximo convorgentes. Inchoaudo sci 
seric viilgavi 

A. tang. t = t~ I + etc. 

oft/ 


ponamus huius serioi iam n terminos actu esso colloctos, qiiovnin sum 






2 jr~ 1 ’ 


Snminaiu uutoin sequontiinii terininoriun statuamus 


P"+ * 
2h+ 1 


|9fi + 3 

A L 

2n*t-3 ^ 


^3n + & 

2 « + i> 


— etc. , 



AI) DUMKTKUM DERf.VIENDAAt MAXl.ME SUXT AOCOJrMODA'i’AE IS 


:a ut sit 


A tang. < =« J^4: s, 

bi ergo nuinerus S tanquam iam inventus spectabur, alter vero s investi- 
ari debcat. 


23. Ratiocinium igituv codem modo instituamus, ub supra § 4, quas 
poi-abiones hie appouainus. 


rgo 


y2j4-l ^a.t + 3 

^ y I ~ ‘iliTii 2n + 6 


sit =« 


^3h 4-8 ^Sn-I-O 


+ ) '— 1 -r lj( 2 „ ^3) (•/« -f S)"(2-)? '-'r b) 


/ 3 « + 1 


2^8n >S 


^ (2h 4- 1)(2» 4-3) (2n 4- 3j(2ji 4- f>) ’ 


.s'/^ = 

s'fl + t() = 


o^Sii-i 3 

(2V( 4- 3) ’ 


2^2>. + i 


etc. 




O/'^af 1 

^ ^ I i 1 

— = ... — — — -- .4- s It 

(2H4- 1)(2«4-3) ' 


etc. 


24. Quodsi iaui valores inti*oducti rostituantiir, facile pateb tandem ad 
anc soriem pevventum iri 

^Sn + I 

^ (2j74~i) (1 + it) (2a+T)'(^i + 37(1“ 4-70^ 

2 • 4^*"+^ 

(2ir4-"I) {2« + 3')(2n+ 5)U ~ftlf ’ 


3 * 



l.S V I iU iJUAL; AU JfA f IUjV Ji-.W IJMlir HJ'AUA 

quae expiessio coutrahittu* iu sequenteni 

, •>/' ' 2 - 4 (^ 

haocquc series utiquc aliqiiauto inagis convergit qnam praeccdoi 
quod douomiimtores nuilto nuiiovcs sunt qiiam nuincratoros; vcn 
lunlae ante exhibitae his seriebus Jongissimo auteferoDdae vident 
ad usimi practicum respiciaimis. 


DE NOVO GENEEE 
SERIERUM RATIONALIUM 
ET VALDE CONVERGENTIUM 
iUIBUS RATIO PERIRHERIAE AD DIAMETRUR 
EXPRIMI POTEST') 


Convontui 6xliibita dio 17. liinii 1779 

Commontatio 706 indicis Enkstuokshani 
Nova acta anuloiniuo scioiitianim Petropolitanae 11 (1793), 1798, p. 150—154 

Summariuin ibidem p. 169 


SUMMARIUM 

Clo nniivoau geiii-e do fiihics oal aussi deduit de hi decomposition 

:r - H A tang, y -i" ^ tniig. \ ; 

1„ iniimipc (lu (lov.,l»i,i,eincnt lie ecs arcs ca scries csl, tics .linV'rcnt de cch.i (111 
)iro pninideiil. Ijo voici: Comme 

A (;ing. 2,71 + .r.i: ■" 4 + a:* •* I + ^ 'I' 

ira ptir les procddi’s coimiiK 




ar r 

1 - 

‘ / 




1 ^ 

6 \ 

iW 

a- 

— 

. “ ' 

+ T[ 

■ 1 „ 

]( 




. f 

- 1 

t / 

w‘\ 



1 .1 1 

.’3 

•7 ( 

K-i) 


'j 


1 /a3*\3 

i :i \ 1 / ” 

1 /t ’\3 


1) Confer l.ao ciiiii dissoitalioiio piaocedeiitom ot alias in nota 1 ad p. 1 adiecta 


MV. .NUVU UKiNi'iJtri K A i lUiN ALlUiU 


Eu racttant done premiereinent . 1 ; — 4- et pusiiito x— 4-, on nura trois series 

I * ^ 

et niitajifc pour A tang*, y, et ]a circojift'renee yt sera expriinee par six series 
ci'dcut scion (los jniissRnccf; do 2, c’est-?L-tlirc les irois premieres scion Ics p 
et les troifl dernieres seloii les puisstinccs de pur coiiadfjuciit toutes o; 

verg’cntes et, dc plus, tres commodes pour le calcul. 



1. Pi’incipinm, unde bao series sinifc dcduclac, sitnm cst in 
Innomiali: 4 -j- a‘, qimm constat iiivolvoro bos duos factoros rati 

liinc enim statiin .sequitur hanc formulam integralem 

{*cx(2 -h 2 a; + xx) 

J "dT^" ’ 


quam signo © iticUceinuH, reduci ad hanc 



bx 

— 2 a: -f- xx’ 


cuius integralo ita snmtum, ufc cvnnescat posito a: = (), est A tan 
observetur 

casii X = 1 esso © ^ ^ ; 

A 

at voro 


casu X 


turn vero 


casu X 

Notnm autoui est esse*) 


I erit ©= A tang. 1, 
Y erit ®=Atang. y- 


2 A tang. -J- -f A tang, y = A tang. J = " ■ 


1 ) Confer piMecodcutis Ooramenfationia § 3, Luiua voluminis p. 6. 


0. n. 


‘i. Cnin igitiir forimila int.ogmlis ilia siguo © indicata tribus constei 
arl.ibns, siiigulas suorsim ovolvauius, quas brevitatis gratia sequontibus cha 
ud,oril)us insigniamus 




51 lit ftit 

© = 2 1) -[- 2 + cf"' = A tang. ^ ■ 


June igitiir iatas tres fonnulas intogralcs more solito in scries infinitas cvol 
airiiis inrb) ibnnaiuba.s, qufxl .qit 


1 

•I q- .r ‘ 



4 



L 

42 "f" 



b. (^lodsi iam priino iatam soriem ducaraus in dx ct integremus, prim 
I;, poj‘ scquentoin soriom exprimetur 



£ , 1 
■fi ‘ 4 9 V i/ 


3 , . 

fa ( 4 ) + 


Ui vum ilia sorios diicfca in x3x ol> integrata dabit 


0/ 


8 L 


3 4 ^ 5 V4/ 7 U / ^ J 


Doniquu oadoui aorics ducU in xxefx ot infeegrata praebot 


a;® [■ 1 _ t 
1 ' La' 7 



16 



A. Cum igitur sit 


©=.2^ + 3:^-h</, 


ovolvainus aeorsim casus initio meinoratos, quibns cst vel 
vcl = quonini primo est sccundo vcro eai ^ 

^ ' ; undo pateb binos casus posteriorcs maximc couver 
ipsa prima, cuius termini in vatione qiiadrupht decroscimt, ian 
quam scries Leibnituna sumto arcu, cuius tangens cst — , p 
hie calculus nulla irrationalitato perburbatur. 


EVOLUTIO CASUS PilJMI, QUO - 1 K'l’ 0 - A ta 

5. Cum igitur liic sit | . trns mtstiac senes prii 

seqnenti inodo procedont 



6. Cum igitur sit 


per 4 niultiplicando valor ipsius n per sequentes tres series 


n = <1 


2(1 

+ 1(1 


f) d ^ n d* 


1 1 , i_ 1 

rii ' 17 ■ 


1 .! 1 J 

■3 ■ 4 '6 ■ -U 


1 :i 

y ' 


1 1 

o' ’ c 


J_ 1 1 I 

7 ‘ ’.I n P 


1 1,1 I 
fo ' T® I’d ' c 


7. Ex his corte ternis aeriobus ratio poripheriao ad c 
miiiore labor© computari potuisseb, quam ox sorie lauuNiTiAi 


adoo (iHiiuo ml 128 clctonniiiavit. 
in liil)()]'Dn) Bul)li!var(! p<j.sB(!nt 


o cv«.i iuu UC ]JUSirt*- 

At vero sequentes casus multo inagis 


KVOLUTIO CASUS SKCUNDl, QUO 

8. iior. igii.uv casii ant unde trcs illao soi-ies sequeuti inodo 

•(‘iil.ur 


h 



1 








1 

1 

1 ^ 

1 

1 

1 

f) 

04 

’ 0 

64* 

13 

G4* 

1 

1 

, 1 

1 

1 

1 

n 

04 

+ f. 

‘64* 

” 7 

' 64* 

i 

1 

( 1 

1 

1 

1 

7 

64 

‘ 11 

' 64* 

15 

' 64* 



+ etc. ) . 


(I. Cum igitur 

2 1) -1- H- r/' = A tang. -- , 



64 ^ 9 64- 


1 

is 



A tiiiig. 


I 

;) 





t 1 _i_ 1 ^ 

3 * 04 h ’ 04 * 7 





A.JL+ ' 

7 04 ^ 11 


1 

64* 


1 1 
15 ' 64 ” 



aubim hie iros enmputandae sunt series, tiimen, quia singulae secundum 
cm ratioiicun 1 : (M dccroscnuC hiborciii minim in modum confcrnhcro licebit. 


l) Viclft notas ‘i), 3), 4) p. 3 huiu3 voluminU adiectas. C. B. 


jsuAUDi Miii.kih Oponi oiiuiiii IJC* Conimontalionfis analjticafi 


■i 


KVOIXTIO CASUS TRUTH, (JUO a; = ^ 


10. Cura igitur hie sit. t“i 024 ’ nostrae fcres principalos 

habcbuut 


, Wi 1 _i_ j_ 1 ._J i- 

'^“ iGV f> 1024 '^ 9 1024^ 13 

1 / I 1 1 1 1 

^ 12B \ ~ ¥ * Ti^4 5 1024“ 7 

1 fi _ L. ' .1. - A 

° ■ 25GV:i 7 1024 '^11 102H 15 


io¥h 

10245+ "‘k- 


11. Cum igitur 

2t^ + y^4-cf"== Atang. ‘ , 
orifc bis sericbii.s debito iunctis 



f 1 j 

8 ' 


. i _p }- 
1021 ^ 9 

I 

* ro~2p 

1 

1.3 

i 

■ 1024*' 

-P oi.c.) 

A ta ng. ^ = • 

+ '64 ' 


. - -p 

1024 ’ 6 

1 

1024® 

1 

1 

1024“ 

-P otc.) 


+ 2LJ 

k-f 

. -p ^ 

1024 11 

1 

’ 1024® 

1 

iri 

1 

’ 1024" 

-P (Jl c.) 


APPLICATIO BINOllUM OASUUM POSTElUOPUiM 
AD PEPIPHDRIAM CIRGULl PER SERIES MAXIME CONVEROEiS 

EXPRIMENDAM 


12. Cum sit, uti iam obaervavimus. 


orit 


^ = 2 A tang. + A tang. ~ , 
;r == 8 A tang. J- -j- 4 A tang. -.J 

O * 


?(’ri(ibus 8 n})ra. iiu'ontis snbstitutis valor ipsius 71 per sex sequeotes nerit 
^oniuiiclim oxprirnotnr: 



1 - 

L 

” A 

1 

' “fi-i 

+ 

1 

o' 

J 

(;■{« 

1 

~ 73 ' 

1 

'64“' 

+ etc.) 


' 1 - 

1 

_ , 

1 

"64 

4- 

1 

’5 

1 

64" 

1 

- Y 

1 

“64®" 

H- etc.) 



1 

" Y’ ■ 

1 

(it 

+ 

1 

11 

1 

* “(ii" 

1 

Is ' 

1 

64'® ■ 

+ etc.) 



1 

K ' 

1 

' 1024 

■h 

1 

9 

1 

* 1(724" “ 

1 

~ fs ' 

1 

’ i02'4® 

+ etc.) 

-l-K,' 


i 

~ 3 ' 

t 

’ 1024 

1 

T 

I 

5 

1 

* 1(724" ' 

1 

7 “ ' 

1 

’ 1024 ® 

-f- etc.) 

-1- -- 1 

f 1 

i 

1 

-L. 

1 

1 

1 

1 

4" etc.) 

‘ (M 


7 

* 1024 

_P 

ii 

* 7024" ’ 

76 ' 

ib'ii® 



llic orgo maximo notatn diguum occurrit, quod ottines istae scries per sol? 
potostiilos biiiarii procodant. 


4 


DE EVOLUTIONE 

POTESTATIS rOLYNOMTALlS CUIL'SCUNQ 

(I + X + s'- + -I- ‘'tfi-)" 


Coiivoiilui oxhibita <lio G. .Julii 1778 


Coiiiincntiitio 709 indicis KNi:aTiioi:MiANi 
Xova acta acadoniiac scionliarwni PoirDpolitiinuo 12 (17S)'I), 1801, |). 17- - 
Sunimariiuii iljidom p. G3— (i l 


SUMMA[11UM 

Tons Icfi Gdomfetres coumiissenl. In siginliciition tics canu:LE;ii’H ( 

(lont I’cu Mr. 10ui..ER s'esb scrvi pour iiidiqucr Ics coi'flicicns iIc In jj’"® |)iiisHiiiic( 
et lus gnviuls nvnntagfts qn’il a retire de eo syiiibnlisino ddcouvrir phisiim 
reinarquablos clu cns coefficieiiB. Duns le presoiiL Momoiro, son rl(!HK(!iii a die d 
Ics ooefficions do hi «"■' paissniico du Irhiojno, (ju’il ddsigno pnv Ics ciiriu.dei'OH 
etc., an moycn de cciix du hiiiomc, y, {{-y> (ii)' ('to,, do. indiiH^ (|U0 1 
dll quadrinoine par ccux du triuoiur, eb ainsi do suite. 

Pour efTectuor ccei, il devoloppe Ic f-rinoiue (1 el, odiniiio lu ( 

de cette |jiiissanco developjioe cst j +a.')", on ddvoloppniii (I I*' * 

sera a>*. Aiiisi Ic curfficicut. du tcriiio .r"’’'''* Bern fie wuilu quo, 


1) Confer liac cum Commenlnliono pvnolei* Coniinonliitionos 320 cl 651 pracc 
OonimontalioDom 722 Iniiiisco voluuiinis. C. P. 


cot'fliciorit (’5) -hs la puipsancc ikiis lo trinome (1 -i- a; + ,vj;)- developpc.', on lui qu'a 
inner i\ « et /? toutes los valours eii uoinbres cnticrs qui reiuleiib « + /3=-A, et on aura 




+ etc. 


D’uno inanii'i'c. Kiinil)Ial)le rautcnr Jlroc^(le jionr trouvor Ic rotifficient i!c la 

U9HiiiH'e . 1 :^ (hiiiH It! qumlritioiuf tli-veliippa (I + 3 : -f a;* ^ et lu coofficiont ( “)^ tl'i 
(Uitc lormo x'- diuiK lo quiiioiim (I + .-f -f- 3 ;® + ;c^ + a;*)", ce qui io conduit eufiii a i’cxpres- 
011 f>onL'ralo du cc)[;flloiont. dii tcrme x" dans lo polynoiuo dcn'cloppu 


li ohL 


(I +:»- + a;* + a;*-}- ---i-.i®)", 


1. Iiicipitinius a potostato binorniali qua more solito evoluta 

osij5UG?nn3 oo(!rii(uoni.nm potostatis cuiusvis hoc charactcre ita ut sit 


(I I -h 

bi orgo orit 





Mi\ «(«-!) ^ !.K”r 

V 2 / ~ 1*2 ’ \3/ t • 2 ■ 8 


I in gonoro 


indo patot casu X 


/uN h(ji — 1)(« — 2)(» — 3) 
1-2.3-T 


etc., 


(n\__ 

Va/ ' 1-2-3 

( ) oil A = n fore 


X 


» 



itquo tidco m gcnoro 


Praetorea vero iiotasse iuvabit tarn casibus, quibiis I est nun 
quani quibus est iiiimerus maior quam n, significatuni fonnu 
esse niiiUo aequa-lem. 


2. Quoiiiam per hos characteres cabulua non inediocrite 
coutraliitur, similibus characteribus iiiamur etiarn in evoluti 
trLUomialiuin, quadriiioinialiinn eh gcneratiin poiyiioniialium 
Ilunc in finem supevioribiis cliaracteribus pi*o binomio adhib 
quasi oxponcntem % qiianiloquidein bine nulla aiubiguitas est 
niaiii in huiusniodi calciilis nullao potestaiiOS boruin charact 
solenl; hoc inodo pro evolufciono potoslatis binoinialis iu\,bebi\ 


(1 -h *)" = (^y+ (y)"^ + 


ubi ergo raominisae oportet esse in genore 

turn voro perpotuo 



atqno has fonnulas in nihilum abire casibus, quibus est A v 
tegor uogativus voi positivua maior qiuun n. 


i\. lisdotu iglLur cbaractcribus utomur pro evolutionc pi 
uomialiutn quarinncunquo, dunimodo pro trinomialibas adiunji 
pononteni tornarium, pro qmidrinomialibus quatoriiarium, pre 
quinavium ot ita porro, hoc scilicet modo: 


Pro trinomialibus (1 + a' -j- xx)" ovolutio praeboat 


Pro qiiadrinomialibus (1 -f- a; -f- rr.'C + a;®)” evolutio praoboat 

{^y+ (f)‘^ + + (t) 


I. Ills oxpli^catis iiiquininuis in veros valoves liorum nbaractoruiii ti\- 
'(.ibus ;i, 4, 5, 0 otc. iusignitunim ot vidcamus, quojuodo illi per cbiii-at- 
binano notatoa, cjnippt' quorum signi/icatus est iiotissimus. detenninari 

it.. Suigulos igituj- nanuH barum potestatiim polynomialium ordine i^er- 
imia. 


liVOLUTIO POTESTATIS mNOMlALIS 
{1 H- a: + 

). Soviom liiric oriundam hoc modo rcpraescntemna 


(;)■+(:)■*+{•)•..+ (f)v+ 



loniiinus uli.iinus oril, =■- ubi cofifUcieniftm iaiu uovimus 

niiliiti :ici<|nalBm, poriiulo ac torminum primum turn vero, quia 

doiit.OH isti retro oodcm ordine ])rogrediiintur, hiuc seqnitur fore 



atquo adeo in gonerc 



hie ovidoiis est valorom formulae iu uihiluui abire tain casibus, 
H X ost niunerus integov nogativus, quam casibus, quibus est positivus 
quam 2n. 


1. Auto autom quam determinafcionem horum chavacterum suscipiamus, 
incongriuim evit evolutiouem casuum simpliciorum ante ocutos posuisse: 


(1 -i- -f- xx)' 


0 

i; 

2 

3 

4 

5 

6 


1 

1 -|- ."i; -|" XX 

1-1-2:/:+ 3i;a:+ 2a;* + a;‘ 

1 -{- 3a: + Gaa: + 7a;* + Gx* + 3a:* + x 

1 + 4a: + lOrco: + IG-c* + 13a:* + I6a;'‘ + 10/ + 4/ + a:“ 

1 + 50 ;+ loa-a:+ 30/ + 4r)/+ 61/ + 45/+ 30/ + 15a;* + 5a:" + a 

1 + Go; + 21 XX + 50a;* + 30/ + 126/ + 141/ + 126/ + 00/ + 50/ -|- . 

etc. 


: ultimo casu, 

quo n “ 6, 

patot igitur esse 





(1) = 50, 

11 

o 







(iy=is«, . 






7. Ut lumc investigemus, quoinodo hi characboros ox trinoniio orbi 
similes chanicteros ox biuomio ortos exprimi qucant, pobosbatoin proposib 
sub forma binomiali repracsoutomus hoc iiiodo 

[l + a:(l+a;)]’, 

cuius evolut-io orgo praobebifc hanc progrossioncra 
1 + (y) ®(1 +*) + (j) xx(l + x)’+ (j) *'(1 -I- ®)’ H- oti 


cuius terminus genoralis hanc habebifc forraam 

(^)V(l+a;)”. 


potosLas x', quateiius quidem in iis contiuctiir. Forma autem generalis ei 

quia bic occurrit goiievatiiu terminus is ductus in (■”)V praebt 

(/) ergo fucrit a-[~fi = X, coOfficiens (■^) (")^ pjii's or 

co^ifficioutis quaosiii (yj • 

!). Quainobroiu ad valorem cotifficientis orucndum tantuin opus c 
liLioris a ot (i omnos valores in integris tribiioro, quibus prodiro pole 
(I X, Evidoiis autom ost ambus bos iiunioros « ct ueque negativ( 

iKiquo maiores qiuim n capi dcboro, quia alioquin ista forma cvancsccrot; tu 
v('ro, (iUam si ossot fi > a, formula (—) pavifcer osset uutla. Hinc igitur ma^i 
mils valor pro a assumendus orifc ^ A, turn vero /i==0; unde scquitur 

si a = X^ A — A — 2, A — d, A — 4 etc., 
foro /':/ = 0, 1 , 2 > 3 , 4 etc. 


10. Ib'oducia igitur ox singulis bis casibus orta ot in unam summa 
(;ollGcta dabunt valorem quaositum cliaracteris , ita ut nacti simus ha 
doterminatiouom 



sicquo isto valor per partes coguitas oxprimitur, quarum numerus quovis ca 
ost Iluitus. 


LiroNitAiiui Kitr-inii Opora omnia Iifl* Comiuwilationes analyticae 


6 


ipsi ?. valorcH 0, 1. 2, 3, 4 etc., firitquo ut scquitnr: 



sivo 



sive 






3 


' I / 


NO-' 


• \ 4 / 



ly. Api)lico)Dii3 liaoc oxempli loco ad caswm = 0, quippe quern supm 
iam ovolvimus; ac roporiomus: 


= 21 , 


(t)"” (I) + 3 (I) + (f) “ 15 + 3 . 20 + 15 = 90, 

(|)‘“ (1) + <1) + Kl) “ fi + 4 • 15 + 3 . 20 = 12G, 

(l)‘“ (1) + (l)'+ « (!) + (!) “ 1 + 5 • 0 + C . 15 + 20 - 141 , 

(!) = (!) + « 


'!) + "^(t) “ 6 + 10 . 6 + 4 • 15 ~ 126, 

6 ^ 






slmili niodo nrit 




ac dcuiqiio 


(^)=(or'-. 


qui valores cum supra datis cgrogie convcniuiifc. 


EVOLUTIO POTEST \TIS QUAUIUNOMIALIS 
(I + a; -E XX, + a;®)" 


13. Valorem igitur luinc ovoluUim iba repraosonbabiimiH 


.+(.:-Y.+(jy„+©v+(!)v+(;:)V-i.,.i 


ubi scilicet est ( 7 )"'“ 1 - Ooindo, quia ultimus tcnuiuns twt r*", 
et quia codfficioutos retro scripti eundoin ordinein servant, crib 
atque in gcuoi’O 

©y- & 


ubl obsevvetur tarn casibus. quUma X esb nuiuoru.s integer ue 
positivus maior quam 3«, valores huiiis fonnulao in niliilniu 
uotatis bic inilii esfc proposibiini indagare, quoniodo hi characLei 
notatv per cbavactorca aivc binavio sivc tornavio notates, utpot 
definiri quean t. 


14. Antequam hunc laborem suscipiamus, casus simplic 
propositao in tabula subiuneta ob oculos ponanuis. 


I i 


1 1 

1 

! 

1 

1 





;i4 1 1. 

t HI/’ 

, !'.■/ 

! i;:/- 

1 !(»/■ 

1 

;i/' 

1 


i l-' 1 1" 

> i ' 

i :;i/ 

! I"-''' 1 

1 11/’ 1 

■Hl.r' 1 

;ii/’ 1 

'JO/' 1 

ni r., 

i :u i 1;. 

.4 < 1 ;i 1./ 

1 lo/ 

i H'l/’ 1 

: i:ir>/ j 

l./i.,'-' 1 

irir..i" 1 

i;!r>/’ ! 

i)ir„ 

1 li r 1 '.’I 

.1 .1 i ii 1,/ 

i lliit/ : 

i i:n:/' i 

r(r. 


-iriCi.r' P 


■ r.Mo/'-i 

l‘IC, 

Niiiu 

iMninilani 

pi 

aiit :in)i 

hill' liiiHiniiiiii 






1' 1 

■Ml 1 

1 





IIIIIM, I'lll ' 

• pii- i’\i>lnl 

ill IMlIltS 

piiirlM'l 

)i:ini'- M 

‘rii'iii 





I i ( I ' ! '-*1 i i I elf.. 


I •'! iiuiiii'< (‘ 'I 

( ” ) .1 i I I .1 1 JM')'. 

vi'iii, <|in.i :l > 4 • ('I ("•( ]Mt{cM(:is i I'iiiuUiiuIiM, (mK, 


Hfiiiiii l< iiiniiir< i'mI. (j))-*** «i jinipimiitiir (ioIchIiih 

nil- /, I- : lini‘ nifiiil'ni (irirliir pm hin’ poliiHliili' 


unam siinimaui 


A - 
3 



Sicqiie patet, quomoflo oinncs ohiiractoros qiiateruavio notati per lai: 
sive biuario sivo ternario notatos determinent.nr; quod quo clariim 
loco A succeysive soribamus iiumoros 0, I, % 3, 4 etc. ac vopoviemu 



etc. 


( 1 -f- ;i- XX -\- x^ a;*)" 


17. Kins orgo valorem ovolutum it.a oxhihemus 


si 


111 geneve 




roro jmtei hos valorns ovanoscore t«am casibiis, quibus esi ?. numenis 
m nogativiis, qnain quibus osi posifcivus maior quam 4u. 


S. Xunc oadom formn banquani biuoiniuni repvaosontata orii 
jl -1- 2;(1 -f a; -I- a a: + 2;®)]X 


ovolniio in gonerc praobefc mombrum + .-i: -f- xx -f- a®/', ubi factor 

: -1- XX a:'*)" continci tevininimi ui iunctim liabeatur istc ter- 

( ''X Quaro si fuerii = potostatis ex hoc membro 

;ten8 crit litieria a et. /i’ tvibuantur omnes valores, quos 

ro possiini incijiiondo ab n = X; alquo coOfficiens qiiaesitns erifc 




+ etc. 


onmes cbaractores nunioro 5 iiotati per characteros ordinis praecedeiibis 
•0 4 notai:oH umi cum characteribus miraero 2 notatis clefinientur. 

) KdiUo ])iinfiO]is: iiKiinjucnomialts. 


13 . 


19. Ex his iam satis liqiiefc, si propoiialur poteslas pol 3 'nomi 
ex terminis nuniero constantibus, scilicet 


(l-f a;H- + 1- a.")”, 


turn teniiini potestateiii continontis co^if/icientem fore 
characteribus numero 0 notatis coni])()netur, ub sit 



(;:)’(o)'+ (,!,)'(' 






quae forma oinnos praemlentes in so comploctiiiir. Si cnim 
v-alorc 0 = \, hoc caau liabctAir potestas binoinijilis (I -|- cliar? 
unitate notati oriimtur ex potestato monoiiilali 1", uudo oritur 
vero omiies in nihilnm abcuiit. Jllnc por casus procedendo h,‘ 
.sequitur: 



etc. 


SPECIMEN 

TRANSEOEMATIONJS SINGULARS 
SERIERUM 


Convcnlni oxhibita dio 3. Scpfewbri.s 1778 


Cominontntio 710 indicia Enkstroksiiani 
Nova acta acadoiniao scicntianun Petropulit-anao 12 (ITfld), 1801, p. 58—70 
Summarinm ibidem j). 84—06 


SUMMAttIUM 


Los sdricfi doiit il est question ilans cc Memoiro sont coinprises sous la fornio gdudrale 

.J(c+n ® ^ 


7 marqiio dans cJmque termc 1« coof/icient du terma pidcedent; alle daviont nno ox- 
iion fiiiift toutes les fois quo n ou h eat un nomlirc oilier ndgatif, el die; a cela do 
rqimblo qu'en mefcfcanfc 

s ^(1 — c — o = rt, c — h^p, 


a exprime par une sdvie ))artaitcmenl scmblnblc a la jiroposdc, snvoiv 


^ I q. ifi. ^ ^ (« + 2) (/i + 2_) 3 

^ 2 (c+l) 8 (c-|- 2) 


L’analyse qui ii conduit I’anteur a cette transfonnalion siiiguliorc consiBto k traus- 
er la sdrio proposde cn une equation dilforonticUe du second degrd, operation qui 
ctuo facilemcnt et qui doune 

* (1 - 3:) + [-••-(«+ 6 + 1) *1 1' - rti - 0. 

uNiiAiim Ein.ERi Opera oniniu lie* Commealattonca analyticau r» 


.> “ B O - M" 

cf res valours etnnt substifiiees dans lequalion difforeiitielle dii second dc|?ro, on oli 

.r(i _.r)^f^+ rc4- (« -1- A-ac- 1)^1 ~ “ [c - «)ic -- l>) - 0 

on hien, ii oauso. t\p. c — n c — h — 

.?:(1 — x)^y -f- [c “' (“ + /^ + 1)1 y ~ 

equation qui sc deduit aiissi do la prcccdentn en chnngcaut s, rt ct b on a, a fit 
faisaiif done le memo cliaiigement dons la serie projiosco, il on nisultoni l'auf.ro sdri 
relation luntnellc entre les deux series est la menic qui siibsiste eiilro leu dmix dq 
dift’drentielles, savoir c - a ^ k, c ~ b = {i ct s (1 ■ on roxposant n - r 

b’autour deduit aussi la sceonde sdrie dune mnniiirc directo do la dornibro d 
ditreventia-dilferentielle; et il tennino son Memoire par faire voir lo grand avantage 
pent retire!- dc cette transfonnation pour la ildmoustiation rigourunso (run tlidoi-' 
calcul mtegral qu’il avoit troxivc autrefois par uno siinplo (-.onjecLuro ot q!ii osl i( 
plettenient deinontre, savoir quo 

ib-'J (1 — an)-''J' A"' dip cos irp = ”— *) (I — ««)" '■ 'J A’*"" Mip nos iip 

oil 

/\= 1 an ~ '2a cos (p. 

(Voyez tur cc tlieoreme lo Memoire*): Demonslmiio 77jco!-c(«a^/s insi(jnis per conj 
enUi, in Instil. Calc. Integr. 'I’omo IV, Suppleni. ]i. 257.) 


1. Contem])latns sum hauc seriem 


s - 1 


I , rrC^+OCA-l-l) j I ^(a-l-2)(b+2) 

■H 'H ^^-^cTW ■“3(6‘4“2) 


ubo., 


Ij C’est lo nmmoiro 674 de I’lndex d’KxKSTitoKM; Lkoshahui J'Un.mi Opera omnia, 
p. 1D7. C. H. 


ibrumpatur eiusquo summu finito motlo cxprimatur. 


1. Qiiodsi nunc slafcuamiiH 


porro faciamuR 


.■? = z{\ -- x'f 


r. — n = a et. c — 6 — /!?, 


a z oxprimet Biimmam buius seviei praocedenU omnino similis 
^ 1 + ^ //L"_+J.) 0’.+i) . /7<“ _t_3) (l> + -1.>4. etc 

^ 1 + x+JI a,-retc., 


nunc abrumpitur omnibus casibus, quibus vel a vel est numevus in- 
nogativus, idcoqiio quoties fuerifc vel a — c vel b — c numcrus integer 
ivus. 


'ii. lata tranaformatio oo maioris monienti ost censenda, quod non nisi 
ongas ambages atquo adeo per aoqiiationos difforeutiales sccundi gradus 
])OSSO vidoatur. Ojiorao igitur profciiim orit toljini analyain, cui ista trans- 
itio innititur, dilucido oxposuisso. 


A. Cum sit 


1-f- 


ah 


ah 


.... (a + l )(H- l) I , 
2(c + l) 


5 adoo in quovis tnnnino sequonte tarn numerator quam denominator 
novos factoros accipiat, per difforentiationem primo ex quovis termino 
postronios factoros tollairius, quod per has operationes praestabitur 


t^6‘ 

dx 


. (“±iia±i)a; + etc, 

1 -C ^ 1 • c c+1 ‘ 


quae clucta in x' ac denuo cliffcrentiata praebot,. 


d ■ ^ os = ~(a -I- 1) {b + l)a;'+ etc., 

ul)i brevitati cousulcntos elementum d% omisimus, quippe quod spo: 
intolligi potest. 

5. Jam simili modo poi* (liflerentialioiiom singulis nunieratoribi 
novos factores adiungamua lioc modo: 

1®. Series nostra ducta in 0 .“ ac difibvcntiata dabit 

d -afa = fia;"”* -b "I" otc., 

quae 

2°. ducta in iterumijuo difforcntiat.a praobct 

rJ- -b + 0^''’ "I- 

quae forma ex praecodonle oritur, si oa multiplicotur per 


d. Hinc igiiiir adipiscimur liaiic aeqnationein 

quae aequalio ovoluta roducifcur ad luiuc foi'inani 

(9cJs + (fl + + 1) X* -|- s = -\- ex'"' ' ds. 

IJaec aequatio divisu per ot omnibus tonninis ad partom dextni 
latiH induet liauc formam 


0 = a;(l — x)dVs + |c — (« -\- h -p 1 )x|^a’ ™ abs, 

ita ut a rosolutione luiius aequationis dill'croutialis seeuudi gradus si 
soviei propositac pendeat. At vero liaec aequatio ita comparata esse 
ut in gouorc nullam iutegvaiionom adinittal. 
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lit X 

(i X]^ 


luldiil III' liiuM' iiiMiiiiil ii 


niililiit 


, 'Jihxix niii x^ 

.-(I ■*-) ’ U -0“ 

r M, .1 

1 t .» I (I X I* 


•V ‘.iiiuil.'.i iiuii ju‘(|iiiilin |ii n|i();ii(u |HT s iliviMii ila nuinicMdiili'l.iir 


I) ■ 




1 1 •' ) I jr I • I U •* I 


Miili’<t il III iciii<- jii'iA ■■iii<'iniiM itii un|iiiil iontMil dilVoi'i'iiliuli'iii mimuiiiiII gnuliiH 
•' I'l A . <|ii:ii‘ t'l'il ' 1 

.11 Mr (ai H- 


jM »* 11 ' < • » j r { »i I ^ I • 1 ) .r I • X 


I x 


nil *1). 


!l. l'!viil.'ii'« hii^ i'mI ninni.niiii u il:i asHuiiii {hihmi', ill jtuslrdnia nuMnlirii 
iniiialnii'iii 1 x lialii'iilia {)«r iMiin liividi ijiK^aiil, id ijiiod (‘VtMtil caHii 

') In 111!' iniimil.i id r"riiiiiii> iw (iiiiillniilu huiiI 

C. ]\. 


quo valoro introdncio, ut sit, s -= (1 — a-'/ i 

inter ^ nt w hiinc accipiet formani; 

^ (1 _ q- |c q- trt + i — 2c — l)a;] 6’^ — (c — «) (c — i) ^ = 0 


10. Quodsi iani in Imc aequatione ponanius c — a = r. ol. c ~ 
aeqiiatio inter ^ at -x sub hac forma apparebit: 

X (1 — -b |c — (ai-j^-\-\)x-](}^ — aflz ^ 0, 


qu!io a prioi'i prorsus non differt, nisi quod loco litterariim a ol 
habeanius a et /?. Quare cum prior aequatio diflercniio-diflbroniialis 
ex serie 


.s = 1 


+ 


ah 

i~c 


a; + // 


(«+ l)(6 + l) (a + a)(6 + 2) , 


q- otc., 


vicissiin ex aequatione posterioro nascotiir scries 




existeuto « = c — a ct atquo liao duao series a ot z ita t 

vicem pendent, ut sit s => (1 — a;/"""*,? sivo y = (1 — 


It. Venim ex postoriore aequatione differcntio-difforontiali mothocb 
eadem series pro z elici potest Cum enim ex serie priori posito x ■ 
s®=l, nunc autcni posuerimus z^(l — eodom casu liet z 

Hoc notato pro z fingamus banc seriem: 


unde fit 


2 = 1 Ax-^ Bx^ Cx^ + Dx^ "b etc., 
^lq-2Z?a:-b 3Ca:®-b 5i,V-bGtc. 


et 


ddz=2B + 6C'x-f I211a;*+ 20iiV+ fiOZ'V-f etc. 
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I. Ai ((il u. 


II. :!/.’(<• I !> 

III. :\<\r I •.!) 

IV. -1 lHi I ;ij 
V. lilAr I ‘li 


f« 1 !)(/; I l).-l .(), 

((( I I .(), 

(« I :ii(/; ! o, 

iu I ■!)(,/ ! -\) /^. -n 




Iliiic ifHliir iidi'iti (•liriiiiilur ('iiiM'liriinitcH, (puiH lain liii))ui]nii.M, MoiliiMd. 


,, .1 ht I t)(/< I 1) 

/> i 

'.Mr I U 

t •■;»(/* 1 -■) 

:uc 1 1!) 

U (Uii 1 1 

■i{c I :i) 

(•{r. 

11 auli'iii ifM-tliiMiuM, ({im luiiu' rgrrKiain (nuisfonnaliononi huiiiuh luii'pi.i, 
nil ol»lii|UH fl per iunl*a^'t‘s luii^as proiaaliil, muxiimi iiplaiuluiii ijhhi'I., 


ut alia inetboilus magis directu et imturalis detcgeictur. quo utique in 
lysin baud contcmnondum increnientum inferrctur. Kateor autein nio bact 
in hac investigationo f'rustra laborasso. 


14. Qiioniam in his scricbns nuniorus factonim continuo crescit, qu 
cbaractcres cx potestato binomiali desumtos commodius in usum v( 
qucamiis, liLtoris a et b, pcrinde sic litteris a et /3, valorcs tribuanius i 
tivos ponendo 

a = —f, & = a = — L* ot = 

ita ut sit 


et iam ambao nostrae series s ot ^ ita a so inviconi pondobunt, ut sit 


hvolvamus nunc prime iuxla hos valorcs seriem prioroiu s, oritqiio 


‘ c' n=+i) ne+'i) 


‘J'l 

"-•o:®-!- etc. 


similique mode posterior series erit 

'2(cTl) 


^ - + " - li t%r 


15. Ilic iaui commode characteres racinoratos adhiboro potcrimns. Do 
igitur coOfficiontom termini v", qui ipsi convonit ox' ovolutiono poiOE 
binomialis (I + v)”‘, itu ut hoc modo baboamiis 

(1 -h v'f = 1 -I- (y) » + (y) + (I) q- oic. 


Hinc igitur pro prioro uostranim serionim Hot y = (y); doiudn 

^ ( 4 ) series iam couciunius ita roforotur: 


s =-- 1 -I- 




.//“ I 

C+ 1 


?(()*“+ Otc. 


C + 2 \3 


^ I c-ry.\:+i ==(-7Ti )' 

nooxprossio porro multipiicafa per dabit himc chavf\cterem: 

H notatis iianciHcimur nunc hanc seriera: ^ ' 


U -hc-i 
c~ I 


+(D(’-St>’+* 


lb. Siinili niodo etiani altorani seriein transtbrmare licobit; ubi autom 
•bo notanduni, banc tran-sfonnatjoiieni duplici niodo institni posse, prouti 
Loros denoiiiiiiatoruni 1, '2, 3, 4 etc. vel cum litlera ^ vol cum r/ coniungun- 
. Priino igitur o.y pniccodente .sorie, .si 'C loco /' et // loco // .scribamiis, 
inobimus hanc yorioiu: 


C':7^)-7:7‘)+(nrr>+(n(^ 




autom loco /' ot // invevso ordino scribamus t] et prodit 


M-c- 1 
c - i 






utraquG autein relatio mauct eadem, scilicet 


s = (1 ~ 

rusiiMiDi Etn.Kiir Opom omnia iifJ* Coimnontationes nnalylicao 


7 


17. Quo clarius apparent, quautopere hae duae series pro k 
se invicora discrepout, loco ^ ct tj scrlbamus valores assumtos, s 


'C= — c — f et ii = — (■■-(!, 
atquc ambao posteriores aeries pro litfora z orunt 


^ -hi 


-/-C 
c+ I 


ita ut sit 


Ih. Quo isiui has scrioa ad foruiam coniinodioroin revoceimis 
^ -p c — 1 = /< oi. c - - I a, 
c = t’ -|- 1 et // = h — e; 
bine enim series nostm principalis orit 


Biunc auiein sequentes series ex littera z formatae orunt 
prior 




+(-^MC7h‘, ■)>’+*, 


postoliov 






ambao autem (piantitatcs s ot 2 : ibi a so inviccin p(nuleut, ut sit 


J 


ic- g> cos. I q) 

( I -|- a « — 3 rt cos. (p Y ' 


|>et,ito, cuius integralc ;i termiiio usque ac! tenniuum 180 " pri, 

quitlem por soliini coniectunmi coiiclusi esse 


St a' 


V 


(Jxistoiito 


(I - ««)“" ■ ' 

+ (TOCS- + 

qUilO HOriOH, si cuin nostra priiicipali conforafcur, ut sit 


pi'aebobit 
tmn vero 




h ■■= n i 

a 

II 

/’= n — i 

Ot X 


binao orgo alfcorae series Iiine formatae crunt 
))rior 


iiltora 




l) Confer C'ouimentiitionos indicis Enkstrobmiani 672, G73, imprimis G74. Lf.o.vhar 
Kuu-ni Opera ouwiu, vol. ho, p. XLV, 141, 168, 197. C. h. 


7 * 


quae series ex ipsa serie T oritur loco n scribemlo - 1. 
rolalio inter 5 et ^ erib 

.s‘ = (1 — 

turn vcio esb 

20. Cum igifcur sit 

i'(f- eon. i(p V~ 

J (1 -f- «a — cos. go)"'*' ' (l— (I - rtfl)®"'* * V i 

in hac forma loco n scribamus — n — 1 sitqne 


y * ffijpcos. /ip a <p —0 I _ 

(1 -f- ~ coH. go)"" -Jilt O'; 180®J (l — aft)”''"" ' 


ovit 




J —i \ j; — M- i 


i -r i 


a a 


Idcoque 


U 


= i~’) “ C ’/■ ~ 


21. Ponamus iaTn 


1 + «« — 2rt cos. (p = /\ 

ct contcinploinur hoa duos valores integrales, quos inoclo aumua 
(p cos. i (p 


f{}(pco!i.i(p wa' 


II. yA’‘fi)(/.cos. = -)(l-«rt) ■''-'s=^na' 


conscquonter inter has duns fornuilaa integralcs a tovniino <•/)== 0 
(p «= 180° extensas consequimuv hanc vclationom iivaxiTiic inouion 


CO., = (" + 0 ^ ' ) (1 - 


sive erit 


(— ^) (1 — ady"' IPs’* d(p cos. i(p = 't' (1 — art)” ‘ ‘J A" 


22. Hoc postremuin theoreraa iain anto aliquod teinpus’) per sol 
ductionoin qxioque orucram, atque adoo do eiii.s demonstrationo propo 
desperavorain, quao nunc ex iraiisfoniiationo sorioruui iillata quasi sp' 
obbiilit; undo pvacstantissiinu.s usn.s hiiius traiisfonnationis, quao incri 
fundissiinao iiulaginis osb ccMisondsi., co c]a.rin.s por.s])icitur. 


2(3. Cnm autom nupor') idom hoc thcoroina propo.suisscni, ratio 
inter binus rorinulas intogralcs aUqiiato?ius ab hie inventa discrepare ^ 
interim tainon porfccto consontiro dGpi*cliondnntur, si niodo soqnens pi 
in aubsidiuni vocotur, ipia I'cncratim cst 

cuius ratio indo ost rnanifosta, quod in gonoro semper ost 

idooquo (itiam 

ubi signa Huperiora valcut, si i fuorit, nuinerus par, inforiova vero si 
Mine ergo orit 






2'1. J-Iino igitur nostrum thcorema adhuc concinnius onunciari 
Si ponainus brevitati.s gratia 


ita ub sit 


1 q-afl — 2a(20s.<p 
1 —aa 


0 


I 


A *= (1 — aa)0, 


l) Vicln notiini nil j). -12 adioctara. 


C. H. 


turn istii yirodibit proportio; 

r,:tpCO!^.ifp l'L\"C(pCO\i.i(f> _ 1% VOS. \ 

j (rfj(f'COKUf :J ~J u-,iay 'J A'"' 

sicqiie evil 

2;'). Cctoruni quo traiisformationcs hif; pxpositnc luciliuH m 
accoiiinioflai'i quciiut, uas soquoiiti theovcnviito coniplcctiiuuu . 


THEOREMA 


iSV cof/f/ila fueyil simmu Imins .<crieh 


k 



quae poudlur = S, turn r.fiam sumiae hbmrum scqHC.nlhim sc 
poicntuf, ijuarum prior est islu: 




-h 
c+ 1 



/■ 

2 



cuh(S simma eiit 


nhi noielur esse 



S 

,.y i.M i’ 


cr*) 




h 

c ' 


uhi sigmm superins valet si / nttjHcrus jjftj', inferius si unde 


± S_ _ 
(1 — .r)''+*+' 


} I 


I ) i/ 


1 , 1 , 


(;)ll rV'" 


flmui Imr vmi/ii I'.i/n ini/ fmlrsl : 


i'.") 




:!ll. si MiiiimiiH’ InmjMi friuiii si'iirriiin Mlal.unnlur iif. MiMjiiiliii' 


r ! ') I ( ' / ')•'• I ( '■ / I 

( I ( ", '){ /, I ( V 


;i ililiM' :><’ I'rt'ri mil in , ill ;>i( 


(' '' ')l. (';)il 

( ' I'l (!'.)(' 

( ' 'h r ! 


DISQUISITIONES ANALYTJCAJi 
SUPER EVOLUTFONE POTESTATIS TRI jNOMIA 

(I + X -|- 


Conroiiliii os^iibita Aio 17. Augusli 177K 


Coinnitintatio 722 iadicis KKU.STiiODMtANi 
Nova acta acadomiao sciontianini PclropolitanuB II (1707/1)8), IHOf), p. 7.') 1 

Smnmariuin ibidein p. 61) 


SUMMAIUUM 

Feu Mr. Rui.lOi a cousacro ce miUiioira ii la re.clu’.icKo do plusiouis jiiopiiu 
qiiables des cocfficieiis de ec trinome dcveloppu. II eonsidiTo le plus grand coni' 
lo nioyen, qu'il indiqiio, avec mix qui le snivunt, par los lollies 

p, q, r elo. pour la puissance 

l>\ q\ r ute. pour la puissiinco (»+ IV"') 

p't h\ clc* pour la puissance 

et aitisi 'le suite, el il (Idtenninc premierenienl Ics coi'ni(*ien.-< /;, r/, f ele. pur I’e: 
ail moyen du syniliolisme dont il s’est servi dans sos dorniors otivniges j)on 
les coofficiens des puissances du binomo; apres quoi, il B'altacUo a (Uilovininov I 
qiii subfii.stc eiitrc les coofficiciis du inOiue ordre dans Ics puissances consdcniivuH d 
savoir outre les valeurs ?/,;>" etc., et enliu la relation onlre los coi^flicicna fiuolco 
respondans, dans les monies trois puissances consecutivos, savoir lo n"", (n -}- I)"'- ot 
De 111 , il passe ii la determination des cocfficiens q, r, s etc. exprimds par lo son 

IJ Confer bac cum Commentatioiio praetcr Cnniinontalionos :i2C nt 7)51 praeeodi 
Conunentationein 709 huiusce voluminis. C. H. 



X|in.'itiii>i II 1), II I , If • , n M ell'., nmimiiihI ion iIck Horii's iloiil Ii'k fct iiii'N so 

'(■ni i{aioi Iri; iliil/Miiliili'S i-i>ii;iC(-utivr.H |>iii lit ii crlli* ijiii' I'oiniOll li'H (IIIh li‘rill('iJ 

UH. 


1. <^ini tiliiii ill \nriit iiiii ('(Hiimoiftniiiniin toiini .\ / suli lif iilu ()hs<irii/ioiu(ni 
tflKiii mu' ], isliiin |>(ilrMl:iii'in t innlin si.iuiio i^'^scim |)i‘r.si:i'iil,iiliiH, 

;iiii ('^'I'cKi:! mvim |> l i niiii hi iiiri<li, i|Uiin iinijorr nM I'lil ioiiit (liMinK'lnirniu ihiii 
' iiii viili'hiini nr. Ilaiii' oii rent iiiiper'j hoe iileiii iirpiiinenl iiin iliMiun {.rtii - 
.siisrejii a{[|iin iioiiiiiilliM tirl.tlieiiM :in:i lyi.ieis iimim iiuiKh plum iiiHigiiiii 
■noineini so inihi ohl iileriiiil , <|iioriiin pvpositinnein (ieniiiniriM non itif.^miinii 
eotiliiUt. 

:!. inripio i^ilur iih ipsii nvohii.iont' hiiiiiH rnniinliie 

(I i .* I x^n“. 

‘ pro oiiif.'iilin valnrilina exporteiiliH » HiMpioiiloH pracliel, expruHHintK'H in 
III Mtihitinehi re[iriieMen{lii:iN: 

(1 I .» I .iM l' 

I 1 


f 

XJ 










1 '’I ' r ! 

! ) 








:!.r 

[ (i.r.r 1 

1 V.i' 1 

(i.i* ] 

1 -l.r*' i 

1 





■l.r 

! l().r.r 1 

1 Ih.e' 1 

111..* 1 

I 1 

10/' I 

•hr' 1- 

h 



ii.i 

1 irnr./ 1 

1 1 

■1/../' 1 

I .’.i/’ 1 

^1;./ 1 

1 

In/ 1 

r,,,“ 1 

.i:‘" 





ntr. 







I ) '^\\\\\\\ liuoUlsv, KNr.Hrimv.MiANi l.Kosii.uiht Huinii Oin'ia 

>1 vnl. Il6, p .'ill itl>. ('. 11. 

! \\\ t'ommi'Mt'.ilioio- I’O'.i Mipru luU‘Ulii, viili* p ‘JB jinu'si'iitiH vnluiiiiiiiH. h. 11. 

Ml I Mil 0|i('i,i i.iiitii.i lei' l'l■llMil<•lll.ll^«)llf>l nti.tlyiiiMii 




?lic scilicet e\- qualibet potcstate facillimo scquens derluciti 
qiiolibet valoro oxpoueiiti? n qnilibot coeflicions cuin binis 
imam suiiimam colligatur, obtiiietur coCfficicns pro i)oteHt<it( 
nentis « -j- I subscribeiida. 


b. lirtnc tabiilaiii aspicieiiti staliiii in qnalibot ( 

ciontos tonninovHm iisqne ad inodiun:, qiii dignitatem a" role 
autem iterum eodem ordiiie docrescoro usque ad iilUnmni tc 
Delude etiam baud diffinultor i)ersi>icitLir pro potcstate 
genero bonniuos initiales ita oxpressum iri: 


a (« + 1) .2 , ^3 , ■ 

I Hit- -p j . ^ X . o . .‘5 ‘ ' 1 • 2 • 3 

. 12 ) , 


llos 'cUitein tcvmmos iilterius prosequi non attinct, quia iu e< 
bus millus ordo dciirGhonditnr. 


ILic autem imprimis ad cobCficioutom maximum sou 
qviom pro potcstate (i q- x d- :r3:V iu gouoro perpetuo statu 
voro terminos lumc sequeutes ita ropraesentabo: r;r’‘ ' 

iiudo torraini medium praccedentos ornut ordino rotrogrado q.i 
tx’''"' otc. Dohide vero pro potcstate .soqncnti (1 -I- a; -f- .'r.r)’‘ ‘ 
apice sum notaturua, scilicet (/, r', s' etc., (pias poia-o pr( 
sequonto (1 -|- re -j- apici duplioi dosignabo; pro soqucntil 
quadruplici cb ita porro. 


o. Plis praomissis, in hac dissortaf.ioue ox seriobus si 
potisflimum terininoa medios maximis co^fficicntibus allcctos 
turns, qiii simt 1, x, 3a’*, 7rc“, lOa'*, tAx!' otc., qui iunctirn si 
scriem, cuius summam littera P indicabo, ita ut 

P = 1 a; q- 7a;*d- 19ac^ + bl.-r® -]-■■■ -Ppa:" + p'rr’‘ *'* ~\ 


6. Praotoiea vero, qiiemadmodum isti termini ex tabula 
dum diagoiialom simfc desuniti, simili modo tales series fern 


-= .r-]' iKt -r lGa;-' + 

=. lOa;''-;- ;i0/-| 

= :t'+ -b;'-!- 


(‘tc., 

+ otc., 

i- .sV-'-'-K etc., 




-1- etc. 


otc. 


infiliitutiH projiositum inibi est primo in valoccs littoi’avnin ntiiuiscularnm 
.s otc. oarumquc dcrivatarum q\ r. s' otc., f, q, r", s' etc. iuqui- 
quo facto (d.iani viilonis littoniruin maiiiscularnm /*, Q, R, S etc. indagabo. 


JNVJiJSTiGA'riO LITTStlAKUW p, q, r, s etc. 

. Cum p sit coefllcions potoatatis re" cx evoliitione formulao (1 + i + x-xf 
lao, istaDi fonnulain hoc inoclo rcpraesentcnuis: 

(.^(1 +^(;) + l )". 

liiia ovolutiom^ iitaiuur signaudi modo iam aliquoties a me usitato, quo 
iontc.s siinilis pote.statis bitiomicalis per hos cliaracteres designare soleo 
'C- («)’ (■")' (o) ita ufc sit 



/H\ «(h-- l) 

Uv 1-a ’ 

( n\ »(« — 1 )(k — 2) 

\ 3 “ l- 2~^ ’ 

/aN _ a(n— 1 )(h--2)(h — 3) 

Vl7 ~ 

Vli"” 1.2-3-4.6 ’ 


/ n N w Oi- lifer ?} fe "J) " ■ '^±_^ ? 

\u i-2.v..:x 


a* 


Circa <iuos 


cbaracteres hie annotasse iiwamt in 




©-(.y- 

,|uand0(iuiclem M coCfficicutes retro euiulcm ordinom servant; ot qni 
cientes extrenii sunt unitas, erit. 

Ueiude, qui<a ox lege progressionis tain omnos tenniiii pnniuni nnl.n 
quam tonnini ultimum soquentes evanescunfc, erit ut soquitnr: 


8. His praemissis tormula nostra (s ( 1 + .^0 ■'1" ^ Holito 
binomium ovolufca dabit banc serieni: 

*’(1 + a;)”+ (’‘)a;-(l +*)-'+ 

ubi noletur esse in genore 

(1 + 4 =-^ + (f 

Ex singulis igitur membris illiiis formiio oxpositao doproini doiionl 
potestatem a:’* continoiitea, quippo qui coniimctim sumti coniponoiit 1 
medium px”. 

9. Primum aufcem meinbrum, tiintum torminum luiiv 

praebot 5 ;”, Ex membro autem secuudo banc formam liaboliit toniiin 


(las, qui ost tertio raemliro potestas -xP oritur ox tcvnihi 

tortio, qui ost Simili modo ex ineinbro (piarto deducitu 

(^))( 3" qiiiutf) oritur | ^ -c” el. ita porro. Hint igitur vcru 

valor littorao p ita colligitur; 


P 1 -p 




LO. Siuiili modo ox eadem evolutionc colligore licet coOfficientes po 
tostatifl qui iunctim sumti dabunt valoroDi litterae q. Talis autou 

potofltas (ix prinio monibro orta erit Ex secuudo niembro oritii 

meiubro (y) (” a;" ex quarto ‘ e 

ita porro, qnocirca vcrus valor littorao g hoc znodo oxprimetur; 




ubi ob analogiain primus tez-miiius, (“), ita ropraGseutatus ost iutolligendui 
(“)(“). Si eiiim, cum quilibet terminus duobus constot factoribus, priorei 
factores constituuiit banc sericm: (“), (”), (j), (“) etc., posteriorei 

voro istain: (■^;), (“7'), etc. 


11 . Pari modo ox potestatibus quao ex singulis membris dcducun 
till', formabitur terminus ra:'"'*; at voro primuin membnitn pro hac potestat( 
praobot ^ sivo analogiae gratia (y) (2')^’“^^* membro secuudi 

oritur oadem potestas (y) (” tertio membro (y) (“4“) 

quarto ' “ et ita porro; ex quibus ergo collectis uauciscimur valoreir 

littorae r hoc modo expressum: 


“ (i;) (I) + (f) 


■=e)e)+©(T‘)+©(^f)+(;:){-. 

'-ffl©+(f)(^') + (|)('i=)+(-)C7 


r 

4 ; 

fn 



5 ) 



. 6 J 


‘=e)(f)+(f)(©i)+(f)f'7’)+e)(’‘:' 


etc. 


atque in genere, si potestati tribiiamus litiornm erii, 




*ta ut htterae „ et/3 perznutationena patiantun. O.nn eni>n L 


et 


^ 1- 2.3.4:::^ 

facta multiplicatioBe erit 

1’^-3'-'K-1.2.3.../5 

«W liemutabilitas litteranim « ei 3 in nn , ■ 

« et in oculos incurrit. 


pro 1 > iuventa nunaiT'mutTti ®°'’° 'mmntej 

referentur: “«tafaonem patitur, noliqnae vo: 


' ‘j ' \ II / \ \ 1 ' * \ <1 / \ -j / ■ / V / ' 


n \ (v A 


AM (t 




. i’nioturoa voro maxime luoiiiorabiiis (‘sL liaec conversio, qua esi> 


\ii\j H\i> 


jA /) i + A / H \ 

ft’V'rt /* V « /V« + /W 


« -I- _ (« -I- /0(« • i)(« + /I- 1) 

■ •••« 


f " ) = 

Vc< l- 


a 

« - 1 - /i 


Ji {» — t) I'm - 2) - ■ • (-« -- « - /i -h 0 
1 ■ ‘2 ■ a ■ ■ « X -I- I J (« '{■ 2) - ■ ■ + /i 1 

n (m 1) (h — 2) ■ • • Oi - « /^ + £) 

1 • 2 n ••• /]x(/J q- 1 ) •••l/i + ‘AK/^ «)’ 


iuin ovit 


/K + /JW « \ _ »(» — !)(« - 2 )--- (m - ft - /3 + 1 ) 

V ft " 1.2.a'--' /3x l*2-3--ft 

[11 oandoin foriiiam rcsolvifcnr fomuUi (v7)("j9^')* 


Per liaiio igibur transroniiatiouem auporiorcs series sequeuti iiiodo 
i poterunt: 


Vi7V3^ 



s 




+ 





17. NoUiri jidhuc mcrotur uliii traDafoniiiiUo, qtmi) ad aiU 
cum imprimis est accommodatii. Cum onini v.x j)riiiijt. fornm .si 




quilibet terminus buius serioi eat qni diaiUiv II, 

evolutiono ^ 


77=-^”- I) ■ ■ ■ (a - y« - A -I- I) 

-l- „) 

Quoclsi iam hie loco « scribamus o+l, ul, uriatur U.nnitnm 
ergo ent 

= _«_(»-!_) (h - 2« - ^ - I ) 
i • 3 . 3 . . . (e + 1) X i". y‘. 3 -I- 1) ’ 

liic per ilium divisus praebot quotum 

(H-2«^|(nj-_2(^- A - 1) 

(«-l- i)(A-f « + i) 


ergo Grit terminus scquons 


{u ~ 2 « — A) (m ~ 2 a — A - • 1) 
'(«+lTU + a+l)”"" 


L8. Qiiudsi ergo in hfic sorie more Nkwtoniano littora FI denotet quem- 
tormiimni pmecedontem, sequeos semper erit. 

— A)(h- 2a~A— 1), 

(«+ i)(A>f. -l-n 


(mill primus tormiuus sit ubi osfc ft = 0, si bic dcsignctur per Ff, 
.crminus sccundus 

(T+l) 

i domio vocetur Ff, orit terminus tcrlius 

_ (,i-A-2)(«^A-3). 

2(A + 2) 

i denuo vocetur Fi, orit terminus quartus 

= // 

3(A-f3)‘'' 


i porro. JIoo mode nostra series pro z luinc iuduofc formam: 


"'i _L. J) , „(» — A - 2) (» - A - 3) 

iUq-i)” ^ 2{Aq-2) 


-h/7 J - +etc., 


cilicet porpetuo FF designat terminiiin praocedentoni. 


li). Tlinc igitur, si loco ?. successive scvibaniiis valorcs 0, 1. 2, 3 etc., pro 
is litteris (j, r, s etc. sequeutos nanciscemur scries: 


NUAiuji ]0i;i.i;iu Opom omnia Iio* Commontationea aimlylicaa 


9 


p »= 1 -I- // ^ 2-2 ‘^•■^ 

, „ + /7^ - --^ > + //'” ■- + 

, ^ (I) + + 

s = (") + + n<’‘ + /7^'-' B + 


20. Istao formae ad calculum miiuGricum iinpriniig guni. accomi 
quod pro sok litteiu p osteudisse sufficiot. Quaoraimis sciliooi, oxom^ 
valorem ipsius p pro caau « = G, ac singulao eiiis partes soqueiiU n 
periontuv: 

I. = 1 =1 

II. _ 30 

III. =3o.‘;^=» no 

IV. = 90 • I - 20 

0*0 


ergo sumnia =>p==- 141. 


21. Simili raodo quaevamiis valorem ipsiiLS p pro casii 
singulao partes sequenti modo colligCMitur; 


Ml. 

t.TI • 

1 0 • ‘1 

•1 . •» 

:!!J 70 

iV. 

‘Jir/D • 

M • •/ 

:i ■ :{ 

IS.] HO 

V. 


('• • 

-1 - 1 

;iii:r.ti 

VI. 

aicno • 

i ■ :i 

fi - fi 

l(;ii;i:? 

Vil. 


1 ! • 1 

i> • i\ 

DIM 

prK“ 

Miiniinii 

P 

V;i 7 HD. 


M(>\ :iii(i>iii Inidciniis iihhIiiiii niiiHo ioriMti l.crniinoH 

nil M'rici nni i'\ lliIli^• jU'iH'i I'lti-iil ihuM iiiidi' I'lii'ili riiic.iilo oiidu^m 

rn.'i pro lilii’i'in 7, r i‘{('. pro Mini'iiliM cxpontMil ihuM v poloriitif' 

IIP niniKV-. iMio-i viilon'M, (pioiis-({UP lilnmril-, roiiiiiiiinn' Iiri'l>iL Miiiu' luili'in 
iioiii'Mi pi lino t•lM>rMilM pro iiuuin iM hiiI> lilicrn /> coiili'iilis iiiHiituiuniiM. 


MS'i'KiA'rio l(KI,ATI(»NMS INTKK TKIiNoS VAl-OliKS CONSKClITI VOS 

L'd. (^nn Mil 

' lOc', 

iM jti'rii'i I’oiisidorcinuM lonniinini (lUi'incunqiio (")("„ *0’ voc.oiiiuh 

/, i(a \il. Curtii iwolwiioup wit 


II 


m(« OOi ‘JJ-’-Cm- 

I • y • 3 • • « X I • iJ • n • • • « ’ 


u 


terminmn autein, qui hunc sequifcur, dosigucmus per ni sit 


ideoque facta ovolutione 

<l,= 


,fj_( « 

1 /a — a — 1 N 

^ \a -f- 1 ) 

\ 'a q- 1 / 

«(«—!)(«• 

~2) («-2a- 1) 

1 • 2 • :r~ '•’(« -d 

l)Xl-2-3 ■••(aq-1) 


liincquo ergo liabebitur 


(fJ ()2 -- 2a) (« — 2 « — l) 
jj “ '7„4:7)'(«T|.7y 


idooquo 




(a -I- l)(a 1)0 
()i — 2 a) (n — 2 « — 1 


21. Jam pro valoribus seqiientibu.s y ot dosigneinus valorcf 
respondeutes per 0 ' et »/>"; qui cjiioniani oriiintiir ex valore </», 
scribatur « + 1 et n -|- 2, erit facta ovolutione 


unde patet fore 
hincqiie 


i: («_ - 1) • • ^)_ 

1 • 2 • 3 • • • ■(« -f 1 ) x' 1 ’• y 3 . („ -I- I ) ’ 


€p' : <p 


n q - 1 

n — 2« — i 


' c/, 

M — 2a— 1 


Simili niodo, si hie quoque loco « scribainus ?i + 1, habobi 


inns 


c// sive r/,''= 

«-2« («-2«-lj(»-2a)' 


25. Hinc iatn formemua hanc cxprossiononi; 


Afp -p f/y j ff," 

«+l ^(?H-2)(«+l) ' ’ 

CUIUS ergo valor per ipaam littoram <P ita oxpriinotur: 


r Idl'd // valiirc iinir diiid 
iil.ioiK'tii |ii‘r '/* ilivis:iiii; 


pnr •/» 1‘XprcMHi), itiniciMc.diniir n(!(pi(‘iil,(Mn 


, ( , f' (li I l)(<^ I I) 

" f Of - 1)01 •. 0 () ()i l*rc l)fj/ I-'k)’ 

ii Iriii'f idtiiliiiM li)ll^nll;l nvmlil- 

-l(j/ ll(ff I />(;/ :!«) 1 (■ {r( |- !)(/■( I' i)- 


!!li. ('him in Inn' ni'qii.'ii iniii' li{.(i‘r:i u ad scniinlnnMlinHMuiidiHn)) nHCinidiil , 
Id lillt'i'id' . 1 , /•', (■' pn{(>i i>!i' Hiiriii'ii'iii, ill. n.x liun n<'(|U!il.ioiid didi'riiiiiiiu'i 
lit. I'liiun ipitiii' cdiidipiciini'i utriMipii' InnninoM (|Uiidnil.uiii (ii( itiVdlvnuldH, 
ciriid III' i-il a m'lpiai in ; 

I Ktt idcdipid .'j - 


*111 iiiddd <'dii('(|ui'iiiin> li'riiiiiMiM ipMiiiii liU-('i‘;nn u involvdiili'M, undd pcr- 
iiiur lid linin' ni'ipiiLl idiidiii ; 


> 111 . 


/; ■ I 


4 


ijiid tdriiiiiii all u iminuiii'.n ilaid. hiuir ii«>ipiuiinnnm: 


' rdpdt'ilui 


(tni ii).i \ ti If \ (! 1 , 

f, (« I -*»=* 

•I 


‘^ 7 . llis i^Um- vivliiriimw iuvdiiUH prti Kiu^^uliH Uu'iniiUH wiinpcr drit. 


A<n 


Ii 

n -l -l 




{n 1) 


<//' . 


IJ. 


(luovtsi cvgo hinc coinputemns hanc forniiilaui ; 

ox I)ritriis toiminis pro f/-* assiimtis orietiir praeccdoas scrici j), qvu ohI. ^ 
ex ficamtlis autem tcrmmis pro assumfcis oriefcur tortnimiR pritmiH, 
esf. 1; ex ienuhiis autem tcrtiis conficitur tonninuH seoniuIuH, qui 
ex terniiiiiH quarfcis pro 0 assunitis conficitui- tortiiis, (pii 

^ ; et ita porro; sicqiie oiunes tres aeries hoc inodo colloctao 

duceiifc hanc serioni: 

»+>+(f)Cv')+(:){-^’)+"‘'- 


(piao eat ipsa series pro p data. Ilinc Ijabobimus inter toi-iuiR lit, torus p 
p" hanc acquationoni : 


Ap + („-+ 2)V+ I j ~~ 


28. Substituanius nunc loco litterarum A, B, C valorcs inodo invoi 
et nostra aeqiiatio inter 1ms ternas littoras orit 


1 

■[ 


2« + 3 , , 

^’-4r,7+T)^' + 


«+2 


ih 


quae reducitur ad hanc: 


unde fit 


« -{- 2 „ 2 » + 3 , o 




29. Hinc igitnr facile pro singulis valoribus oxponontis n oninea nu 
littera p de.signati definiri poterunt, duiu quilibet ox duobus priuicodont 
componitur. Ita anmto h == 0 erit ^ = 1 Gty==l ideoqno fcortius 

2>''“1 + }(1+3.1) = 3. 




>' ' }' f> V {•rit, l.(n'iniMiiH ijiiini.un 




V ) , (7 I 1 !). 


niuilui’ fi . 1 . (ill ;i V cl. // • l;i nril. (.(•rniiiiiiH muxIjih 


i;i 1 (Ill I .'I-V) rji. 


iU). Si lioi' iikmIii nllcriiin progroirniniiir, jinliiriimiM Imiic. pro^'nisHioiuMn 
millin' (|ti(iiis(|ii(' liliiKw'il, roriiiiu* 

/'■ I " [ .'(/'■ I ■'/>)■ 

ikiImm mip|ii‘(ii{ III Mi'i]iii'iil I'M ((ittoniiiiiiiliinirs: 


.'il 

;;( :.i 

Mi)- 

Ml 

Ml ■ 

I'll- 

■ :m r.i) 



'{ .™ 

■ :*. Ml). 

■ 1107 

11(17 

1 ( 

.To)- 

- aiaii 

;ii;i!) ■ 


;m ! 107) ■ 

. K!)n;j 




‘25(15:1 




7;17H!) 


nlc. 


rcspoudero nssumsimus littenim A. 


INVESTIGATIO KELATIONJS IKTEK TJilRNOS 'PICUMINOS C 

z, z\ z". 


82. Gum sit 


z = 


' (' 


w./ ' Vj 

[ / u'q- 1 / ’ V 2 .H 



huiiis sorici considcremus tonninum qiiomoiinqiK! 



cuius valor evolutus esfc 

n =r "J" - - 1 ) (« - 2 ) • ■ • (H - ’2 - A q - 1 ) 

] • 2 - 3 • - ■ « X -1 ■ 2 ■ ;i ■ ■ ■ (A q- k) 

Terniiniim iam huuc aequontem 


evolvaraus, unde fit 




Ilinc orgo colligimus 


idcoquG 


9 = r ^ 1 “ - li - A - ■ 1 ) 

n “(Kq'iKA + K-i- 1 ) 

n = («+ t)(A q- K_q- 1) 0 

(h - 2 fi ~ X) (u _“2 « :i ■ 


33. lam pro valoribus sequonfcibus / nt clfi.-<ignomus 
.espondentes per <!>■ ot r/,”; 

scnbatur („ + l) et („ + a), erit lacta evolulioue 



'/' n ’J i( X l 


M)«/» 

n *J u X i 


i<|ii<' iikmIo crii 
-/•" 


It '.'.If .1 




i» I i M‘/» 

(« '.'.I, X)(u :iH X I) 


I. Iliiir urdf.'uiM ill. !iti|ira rnrini'inus hiinr. I'Xjin'wsioncni : 


. 1 */* 1 •/>' 1 t/)" 

" I I (II I :J){ii id 


viilnr }M'i «/• ilii 


■/'(.I I 

\ ' n '.\u X l ^ 


(ij A)(« :U( ,1 1^ 


• ‘riiiii lill!'r!i’. . 1 . /». (' il:i tli‘liijin npurlnl, iil. inniiiiln ii(‘(|iialiM i^vikIjiI 
I’l iiiiii'i (M.iri c-ili'iil i //. 1 «h'o // vitlurn anlii |M*r ax- 

I iM iii'in'c'iHiii' .'i('<|Ui'iili'Mi ii{‘e|tia(ii)iii*iii a iVarl iunilMiM iaui liljariihiin; 


:!r< A liOi :!» A| f Hill -Jtr X) I ■((( I l)(f< I A I I). 


ii'.iiiii' olitl idiip I'l i'.oai'i|iiat.is priiiio iii rinqiK^ lanniiiia ua 
cnlihii'i iHiMlil liito- nripmljii {m'<> ilpli'riMiiuiUoiK' A: 

■itta.l fHc I ■ 

i iiidiiii .‘-i III' loriniui siniplii'iMn liDoniiu « involviMil.i'H, [>or- 

iii a<l .'>i'i]iH>ii(<'ni ai'*|iiiiiiniM‘m: 

(Dr/ l/Kc i (A 1 


IIIMII'S I I I I i:t N|i«|.k tiliilil.l ll'* ( 


to 


Denique coaequafcis termmiB au a linens piouiL aequuuiu 


unde fib 


H7l — 2rtA — »l + A/I + 


(n — A)(2n 3) 

4'' 


■f 6’=.>14- 


V 


{n + 2 )^ 

4 


n 

4 


3G. TIis igifciir valoribus invontis pro singulis terminis soni] 


B 


G 


A4, + </>'+ </y 


7/ 


Quodsi igitur bine computemus istaui formulam: 

, , 7 ^ , , C 


ex primis tenninis pro aasumtis oriotur pranc.oduns sorioi 2 , 1 
secundis autera torminis pro ^7> assuratis oriotur tormiims pri 
tertiis terrainis confieifcur terminus seeuiidus 

pro assumtis conficitur tertius, qui ost (y)(J^^). ot ita porre 
lectis orifcuv ipsa series pro z data 



Relatio igitur inter z, z\ erit 


A ±. ^ • A ^ 


z. 


37. Subatituamus nunc loco littoraruni A, B, G valoroa m 
et aequatio inter has temas litteras erit 


'1 ^ -I (« + ij^ 4(ji + 2 }(h + ij 


quae roducitur a,fl banc lormam: 


undo colligitur 


(« + 2)*-a;. . 

C3H-2)(n -i- if 


2 }{ + 8 
u + 1 


Z -[- i]z, 


/r 

z 


K 4- 2 

Kn\-2f ■ 


“f- 3)a -b 30? ~\r ^)^)- 


38, 'i’vibuamus nunc Uttcrao ?. successive valores 0, I, 2, 3, 
roperiemus sequontos relatioiics ]«•() singulis litt.oris: 


{n -h2J(K + i)^ 


• - -p -b Jp, 


( » + 2)^ -1^ 
(»-f-2)(«-h 1)-' 


a«q-3 . , 


(«-f-2)(» + l) « + l ^ ’ 


(n + ‘>y-3> . 
(w -{- 2) (« + I ) 


*« + “.' + 3s 
w + 1 ' 


otc. 


no. 


casu n 


Cum igitur pro Jibtora q habeainus hauc aoquafcionem ; 

OH'lKn + 3) + 3) ^ + ■'*(« + 1)?). 

= 0 orit ^ «= 0 et ?’ = U unde fit 


2'- 3 (3 •1 + 3-0) = 2. 


Nunc pro ii = 1 ob q — 1 ot 2 crit 


4"“5^,(5-2+fi-l) 


8, 


4 etc. 


10 



Ifim sumto )i = 3 ob y ~ 6 et (? — 1() orit 


-10 + 12 - 0 ) = 45 . 

At casu « = 4 ol) 5 = 16 at q= 45 orit 

A (11 . 45 + 15 • 10) = 120. 

t) • I 


40. Hie autcni calculus multo laborio.'^ior ot taoOiosior ost qujun 
cedens pro valoribus littcrae p expositus. Voi'uni alia inotliodiiH multo (i 
indc dei'ivari poterit, cpia oncme.s Uttevas q, r, .s [etc.J pev solam liH.oviuu j 
suis (lerivatis p',p"letc.] cletermiuare licebit; ium oiiiin, poslquam soiIoh i 
vorvim p iam satis loiigo fuerit computaHi-, iiulo ol.iain valoroH litHu'ai 
r, s etc. multo leviori labore colligi potenmt, id quod in HO(jUOuti ai 
ostendemus. 


DETERMIHATIO LITTERARUM q, r, s, t etc. PER SOLAM PRIMAM p 

sms DERIVATIS 

41. Posito bi’Qvitatis gratia nostro trinomio 

1 + a; + .'ca; = X 

cius binas potestates X" et evolutas ita disponamu.s, ut parofl poti 
ipsius X sibi invicem subseviptae appareant, hoc modo: 

X" = 1 + «a; + *'■ + + 2 Ja:’'+ + r ic" ‘ + s.-c’* '■^+ ot 

X" " ’ - 1 + (k + l)a; + • • • + rV ^ ' + ja;- -p p'%'' + ‘ -p gV ® -4- r V ' " d- e 

quo facto supra iaiii iiotavimiis quemlibet coefficiontem inforioris soriei f 
superiori cum binis praecedentibus. 


42. Per luinc igitur legoin sequentos nancisceinur acqualitates: 


T = S -[- '/■ 4 - q 

etc., 

iclc colligimus sequeutos doiorminationcs: 

v'—p / » , ' L ' 

q = - , y = q — q — Pi s= r — r — q, l = s -- s — r etc. 

48. Manifostnm est liic formiilam p — p expriinore incromentum quanti- 
ti.s p, (him ux)) 0 ]ieiis n uiiitaio augotur, quod cnin per Jp expriini solcat, 
qualitatcf’ invoiitae soquouti laodo siiccinctius oxhiberi potorunt: 

q=^yjp sive 2q = Jp, ’2r =^'-Uq — "^p, 2s = — 2q etc. 

44. Charactoro autera hoc cUfForontiali in usum vocato, cum sit 
2q = Jp, orit 2yJq = JJp 

eoque 

2r == J^ip — 2p hineque 2/if = d^p ~ 2Jp, 

; quo poiTO iit 

2.S = d^p — ?>Jp ideoque 2^s = J'^p ~~ ^Jdp, 

•go 

2t = d^p — Addp '\-2p ideoqiie 2dt = d^p — ^d^p ~\-2dp. 
iuc porro fit 

2n = d^p — bd^p -\-hdp ideoquG 2du = d^'p — bd^p bddp, 


45 Quodsi lios coefflcientes mimericos attentms conaicleieim 
f-ressionis convcnire cleprehendit.nr cum sovie Goomotns aali.s iioifi 
valore cm ordinis index posiUie est A, obtinebimus soc|..onto.n 


’22 = J^p-~^-^ + ^ ^ i-y-s ^ 

X{X - 5) (A - 6) (A - 7) w- " ■'Hi" ■ 


quiim seriem eo usque tantum coutlnuari oportot, quamdiu nulic 
non Dvatlunt negativi. Ita si sumaraus A == (i, quo casu fit z = v, > 
generali utique proclit 

2v = — "^P- 


4(J. Quo indoles huius seriei clarius pcrspiciatiir, irioniinisHO < 
form am 

{x-\^yxx JT ^T. 

2" " ‘ 2“ 


in sequontom sevieni resolvi: 


Hoc igitur modo nostro scopo iam est satisfactuin, cum oninos 
s, f etc. per solam primani suasque dorivataa p\ p", p'" oi.o. o 
cuerinius. 


TERMINATIO QUANTITATIS p PKR FOllMULAM FINITAM INTEGRALEM 
47. Cum sit pur tertiani forinaui supra [§ 16] oxpositam 


p =•- 1 





libet ternimiis in gcnereorit *1“*^*^ excipifeistesequuns: 

in igitur fucta evolutione sit 

/ 2« \ 2 a (2a — 1) (2 a — 2) • •• (« 4- 1) 

\ « / ~ ' ' 

liliquo mode 

/2a 4- 2\ _ {2a-|- 2) ( 2a -f l)2« ■ • - (^+ 2) 

V a -I- I / "" I .' 2 • ;i ■ . . (a -i- 1 V ' ' * 


ic posterior ibrma per priorem divisa dat quotum 


quo erit 



48. Hac ergo reductiono adbibita sumto 

« = 1 erit 


nto 


« = 2 

erit ( 

Kii ) 

i = T' 

K) 


fit ( 

^8 \ 

14 t 


a = 3, 

.t) 

= t' 

I3) 

ce =« 4, 

fiet 1 

/i0> 

U y 

11 

G) 


10 6 2 

H '2 ■ T ’ 

14 10 U 2 . 

T ‘Y "2" 1 ’ 

18 14 ^ ^ 2 

T "4 ’ 3 ' 2 ’ a’ 


n SI 


-j- (3lC. 


2 • G • 10- 14 • 18 / n \ 

1-2 ■ 3 ■ a - VlO/ 

4 fl. Nunc igitur vkleamus, qiioniodo ibi’inani liniium ii 
gari oportuat, cuius integrale intra datos toniiinos inclusni 
sericin penlucat. Hunc in liiiem coiiteinplari convoiiiot 
( I 'L /y*, quippe cuius cvolntio praebet liaiio soi itMii; 

cuius termini alterni iam continent oharacteros noai.vos iii.te 


50. Hanc igitur seriom in cUias partes discerpniuus .s( 
alternos ac ponamus 


ita at flit 


ilf = 1 -f ^9:0: + j a;'* - 1 - ^ ^ cr” -b 

(1 + xY = M + N. 


Nunc autem inquiramus, quouiodo serieni priorom, 71/, per ( 
ticas tractari opovteat, ut ipsa series proposita sen valor 
oriatur. 


51. Ad hoc efficieudum ducamus quautitatein M in 
dilferentiale dv ciiiuspiam functionis ipsius x, afcquo sequoiite 
detenninemufl, ut intra certoa tenniuos, veliiti ab a; = a u.4( 
cludantiir, quas comlitiones ita coiiiparatas esse oportot, ut 
ditionibus satisfiat: 


1. f xxdv =-= ^ V, 

2 . Jx^dv 

a. jx^cfv =-_^ r, 

4 . 


otc,; 


hoc cnim moflo intograle j Mdv producet hunc scriem: 

, 2 /n\ , 2 a fn\ , 2.G- l0/)^\ , . 


ita ut lioc niodo id quod quaoriiiius nanciscanuir, 


flildv 

V « ‘ - 


52. Forniularuni igit-ur intogriaUum, qua« liic exposuimus, quaolibet 
a praocodonto pendot, ut ait 


jxxd'o = - 
fx^^dv = ~J"xx0v, 

f x'^dv == y /* 


etc. 


sicque in goneve offici debet, ut fiat 

fx^'^dv = -™ / x^’'*-^dv. 

m J 


f-KONiiAni)! Eui.uiii Opoi'ft omnia Itc* Commontation«B annlyticno 


11 





Cam igituv pro his toiinis intogrationis ohso deboal 
m fx^”‘0v = ( 4 »i — 2 ) /* 

p(juainu.s esse geueratini 

1 ., /V- 5 V - (4 w ~ 2 )y 

iibi scilicet fl eiiismodi sit fiinctio, ut pars snbiKixa .r-'"'' iitroqii 
tarn .r = a qiiam x^h in nihiluni abeafc. ilaoc iain fu'ijuatio dilksi 
per cUvisa clai 

= (4ni — 2)dv ~r {2f)) — \)nf)x -i x.dl£, 
quae aeqiiatio subsistere dcbet pro omnibus munoris m. 


ul. Ilinc igitnr ista aequatio in diias discorpi debobit, (puu 
cuntineat solos termlnos litteni m afibctos, aH.(‘ni. voro ndicpios, (puK' 
aequationcs evunt 

X'XdO = Ai)v 'llld'X 

et 

o = — '-^dv~-ndx -]-x^n. 

Ex priori fit 

Q '^Uox 

dv^ ; 

XX - ■{ 

ex altora vero fit 

- xdU—IIdx 


qui ambo valores inter ae coaequati praebent hauc aociuatioiimii ; 

= [xx — ‘V)\xdll~ nd%) = x^dlJ— xxlldx — Axdl[~\- 4 


iCqne co\ligit,ur 


dll xdx 
il a;.-*: — 4* 

:le iutegranclo (it 

{u = iy%x~~\ 

oquo 

/ 7 = (jYxx — A 

etiaiii 

77 = CVa ~ XX] 

> valoro invento assequnnur nostrum differontialo aasumtiun 



of). CoiisicUireinua nunc foniiuhim suffixain 

/7a:-"'"' = Ca:-’"'* Va — xx, 

\m doprohonclinuiH triplici modo in niliilum abiro posso: primo scilicet, 
tndo = U, casu nxcepto quo secuiulo, casii quo ;i;=-=2; ac tertio, 

in quo ex <|uibns ergo binos torminos illos a eb h desinni oportot. 

antein hos binos torminos cHgi convoniot, ut obiam altera integrationis 
L‘3, fNdv, commode expriinatiu*. Quia enim posiiimus 

(1 JV, 

am ad integralo j'Ndv est rospicicnduiu, quod si penitua evanescerot, pro 
■minis intogratioiiis sine dubio id essot coiinnodissimum, turn enim foret 

f{M + 

G 

^ dv{l + a:)’' = j’Mdv, 


isequentor haberemus 




jMdv 

V 


ir 


\ir ■ V3/- ' ’ \7J' 


unde conficitur 

/ Ndr = (^j)Ju-c^r -j- (”) y :i^()r -\- lil.n. 


iibi j)er ciisdcm reductioues, qnas [iro littern M iii.stifciiiimis, (iinu 
integnilis ad praecedentcm opo rcductionis 


fx-^dv r 

•' m J 


-Vv 


Sumto m = J prit 
Sumto 1)1 = erit 


m = J crit 


fx’dv =. ® 

1 xOv. 

H ‘ 

il 

f v^Ov. 



otc., 



uiHlo pati-t, si niodo fxHv evanosceret, etinm s 


scqiiontin onmin oh.s 


Qiioniain igitm* iiivoniinus 


orit 


dv => ~ 

}/(‘J —XX) ’ 


liincquo 


xdv = - 

y(4 - 


fxdv==2CV4 


XX, 


ilo (.‘xprcsHio biniH casibns vel a; = -|- li vol — 2 ovancscit Quauiobi’oin 
terniinos iiilcgralionis confitituumiis x = 2 et- a;“=“-2, non soliun partes 
1 C siibnexiio vcniiii ctiaiu totus valor intcgraliK j'NSv cvanoscet, 

pio adoo hoc casu qnaesito nostro perfocto satisfocinius, cum sit 

^ w 


58. Gum igitur iuvouorimua 


26'<7a; 


IS integralo ita sinntiim, iii evanescat posito 


2, erit 


u = 2C k sin 



ao expressio redneitur ad banc: 


2 0 A 


cos 


X , 
2 ’ 


do hoc integraii usque ad alteriiin torininum — 2 (3xloiiso prodil. 
= — His igitur valuvibus substitutis evil Tormula qvmofiil.a 

^ St J ]/(4 — xx) 

lec scilicet fo’inula intograli.s a termino x=2 usque ad torminum rr. = — 2 
l.onsa verum pracl)nbit valorem ipsiiis 


59. Quo liauc foriniilain concinniorom reddamus, staiuamus x 2 cos (p, 
i evidons cat casu x = 2 fieri anguluiu y = 0; casu vero X‘= — 2 fieri 
= 71, ita ut hoc angulo introdiicto integrale capi deboat a termino cp = 0 
quo ad (p^n\ turn voro erit 

dx^~2d(ps\w(p eb — ajiC = 2 sin f/), 
a svibstitvitioiio facta naucisceiaur hauc acquationom; 

-b 2 cos y)" &(p 


a — 0 
_ad o) =“ .T J 


l)KTEI?ML\A'I'I() REUQUARUM UTTEKAUUM PEIi PORMUEAe 

INTEGIULES 

ijO. Hoc facile priiesRin poterit per rchaiioocs, qnaH supra iii( 
tevas tradidimus. Primo scilicet Imbuimvis 2^ =-^ ./j) =■- j/ — uhi 
ex si loco n scrihatur « + 1. Quoniam igifciir modo invoniimis 

P = -^-^(1 + ^ (io%(pYd(p, 
erit 

J(1 -V‘-2vmcpY^^d(p, 

liincquc ergo orit 

• 2 /* 

P — p «= - j COS </> ( I -f 2 cos (p)'‘ d ip . 

(]uo valore substituto repcriefcur 

1/ = V / V -i- cos (pY [ ^ 1 : 

^ ' .;iil (p ■■=: jT . 

liinc ergo j)orro orit 

y' = 0(p cos (1 + 2 cos (p)" ^ 

Gl. Supra antom vidimus esse mmc, voro oril, 

g'~q^lj g,p eos y’ (1 + 2 C03 (/))“. 

Hinc ergo si subtrahatiir ob 2cosr/,* - 1 = co 32 y elioimus littori 
»■ “ hf^'P “3 2(/) (1 + 2 cos (/.)”, 

a J 2 9 (I 2 cos 7 ?)" *. 


unde iterum 6t 



62. (iuoninm isiihiv supra iiivauimus s — r' — r — q, habebimus bii 


/' — r = j Off' cos (p cos 2 f/j ( 1 -1-2 cos (p)". 

Ilinc (!rg(» si siibtraluitnr q, ob 2cosf/>cos2</) — cose/) = cos.-jc/ orit 

s ^ j d(p cos ^fp (I 1- 2 cos (p)". 

Simili inodo ifiin cvidoiis csli fore 

I COS Aip (1 -1- 2 cos 7 ?)’*; 
oodomquo mode rojjeriofcur foro 

II = ^ j 0(p cos iy(p n -b 2 cos (py ; 
utquo (idoo in gcncjro orit 

cos l(p (1-1-2 cos (py. 


6 .‘J. Qiioniam Analysis, qua hie iisi suinu.s, prorsns cst siiigularis c 
consuota, hand abs i-ti oriC voritatoni iiarum formularnin demonstratio 
lytica muniri, qnani do singulis nno quasi labove sequeuti mode ii 
licobit. Inchoandum crib ab ovolntione formulae (1 -b 2 cos 73 )", quao 
ad bane scriem: 

H- ( " ) 2 cos (/) H- ( “ ) 4 cos f/ + ( g ) 8 cos (>)•+('') 1 6 cos </ + o 
Per uotas autoin augulorum rodiicfciones *) constat lore 

1 ) Vido c. g. (lommontatiouom 24(5 indicis ENESTUOK.NtiANi, § fi, Coronnriuin 3. . 
Euimi Opera omnia, vol. In, p. b- 


2cos^ = 2cosf/>, 

4 CQS 9 '= 2cos2r/- 4- 2, 

8coS(yi®= 2cos3f/) + ijcos<y^. 

I()cos(/'* = 2cos4y-l- 8cos2(/)+ 0, 
32cosf/»^= 2cos5f/) + 10 cos 3^ + 20 cos*/) , 


2‘'co3^" = 2cosa(/' + 2^”) cos(« — 2) 7? 'h 2 (^ 2 ) cos (ft 

+ 2( ”) cos (a — 4“ etc., 

ubi probe notandum ost, 4 uando tevnnuus \iltimus t!st. iibsoluf, 
siiiiplum capt debere; praefcerea vero etiain cosinus nngnlon 
prorsiis omitfci dcbent. 

()4. iUs igit,\ir rite dispositis evil 
(1 4 - 2 cos iff - 1 4- (7) 2 cos y + ( 2 ) 2 (cos 2 (p 1 ) H~ 2 ( !| ) (ci 
+ 2 ( 7 ) (cos 4 f/) 4 - 4 cos 2 f/j + 3j 4 - 2 ( “ ) (cos 5 (p 4- 5 cos 3 (p - 
4 - (cos 67 ) 4 - (>cos 47 ) 4- lb cos 27 > -|- 10) -r ok., 
undo sequentes intogrationos sunt petcudao. 


35. Incipianius a prima Ultora p, ubi banc sori(jm ducc 
tegrare oportet. Cum igitur in genere sit 




cos DKp = -'I sinwif/), 


iste valor iam evanescit posito (p^Q, pro altovo integrationi 
manifesto evanescit, si quidem omnes numeri n sunt integri. j 


^ifcui Holi tonnini ;t))solufci reJi/ujuuntur; fcuin vero iiitegmli rito sutnto o.vit 
d({) = ji^ quo obsorvato orifc nostrum integriilc 

Js,p (1 + 2 cos ,py =. ,, + 2 (|).T + g(^) 7 , + 20 ( -■-) „ + etc. 

;iioilsi tiic foviHEL gonorjilis supra data consulatiir, hi coCt'fic.ientcs nnnierir! 
jvocontur ad formas etc., provsiis uU verilas formulae po- 

jiihit. Erit ouiin 


P = "~fo,p (I + 2 cos ,pf ^ I + + ( 1 )(|) + (|)(|) + etc. 


0(1. Porgiimus iid socuiuhiin litteram, q, ubi siipevioreiu seriom per 
r/)(U)Sf/) multiplicari et iui.egrari oportet. Ad lioc observetur esse in genero 

j dip cos ip cos nup = 0» + !)</> + siu(M - \)ip, 

liLO oxprossio posito (p ~ 7i in uihilum abit, solo casu oxcepto quo 
lippo quo fit 

/ 0(p cos tp cos (p~ ^(p = - ■ 

X quo intolligitur ox snporiori serio alios termii^os hie non in computnm 
miro, nisi qui coutinoaufc cosr/), qui sunt 

2 (-” ) cos ip -1- 2 ( '[) (I) cos y + 2 (|) (?■) cos y + 2 (y) (~) cos ip + etc. 

i antem termini dneti in d(pcos(p ot integrati, ob 

J 2d(p C03f/)^= Jt 

•bnnt per 7i divisi ipsnm valorem 

^=(T)+(pa)+(i)(i)+a)(i)H-ot=- 


fiKONiuaiJi Dur.ijui Opera omnia lie* Comnicnlationoa unalylicao 


12 


cos Sf/-- cos ni(p I cos (w + “f" g 

]K*i- Pcf ninltipricando integralo pro tonnino (^ = :r bouipcv O' 
solo c.'isii m = quippc quo fit 

I d<p cos 2(p^ • 


[[ii; igitiir ox sorie suporiori soli termini per cos2(/) affect 
veni\int. qui sunt- 


2cos2,/.((';) + (|)(|) + 



Quia igituv 2j^5y>cos2fp* = 7t, omnibus tovmmis colUgoiuUs 
(londo rejjeiitur 



68. Quo hacc clariora mtdantur ac facilius ad valorcun 
commodavi qucaufc, evohitionem potestatis (I -f 2 cos </>)" s 
cosinus luultiploruin anguli (p disponamus hoc modo: 



+ ‘ "’ACi) + + (' r-) (rii) + (‘f ■) ( 


X -j- 


d- etc. 


()9. Qnodsi iaiii l\aiic uequatiouom por dipCQ^)Ap nuiltiplicenius cfc in 
i.cgveuuis, omnia Iracc intogvalia t.crminis praescvipUs inclusa L'vancsci'nl, cx 
copto inombro 2 cos ^(’/)(. ..), propteroa quod prodiictiiin 2cosAr^" contino 
))arlPin absoluLaiii, mido per intogrationem oriUir n, ita ut sit 


003 }.<f, (I + ‘J co.s ./;)■■ n ((") + ('■ + -) (- ” -1 "--j) + otc.) , 


(jui valor por .7 divisus ipsum valorem ipsiiis ^ supra inventiini pra('bGt; und( 
vovitas haruin novarnin expressiomim luculcutor osi domonstrata. 


70. Cct(!rmn, si singulas series paragruphi ])pmiHinii vel Icvitor con 
sidorcinus, deprohondimus oas ipsis littcris uoslris jj, q, r, s etc. cssn aequalcs 
ita ut nunc sit 

(1+2 cos (py «= }) -\- 2q cose/) + 2r cos2(p + 2s cosdy' + 2t cos4 ip + etc., 

ubi simul ratio ost manifosta, cur littovac q, r, h etc. duplicentur, (pnpp 
([uao in lioc ost posita, quod in ovolutiono forinulao (1 + a- + .r:r)'‘ littora ^ 
soinol tantuni in niodio, reliqnao voro litterac bis, a medio aequidistautes 
occurrunt. Kx (pio haoc ogrcgia affinitas inter illas biiias potestatos (1 + .r + .-j'a; 
ot (I -|- 2 cosf/))" fluninia attontiono digiui cat ceusenda. 


INVESTIGATIO SUMMAE SERIEI 


r = I -p a: -I- d .'T.'T d' 7 + 19a;* + • • - + px” + px'‘ ^ * + fx’^ ^ + etc. 

71. Quoniam Imins serici terminus gcncnilis ost pa;”, quern sequuntii 
et ^ ini, or lias tornas quantitates p, p, p” invcninnis supra [§ 8^ 
hanc rolationom: 

(« -p 2)f= (2« + 3)p'+ 3(« + l)p, 


IS* 


quam hoc modo ad usum nostrum accoinmodatam reforamus: 

3 {n + l)j) + (« + 1)]/ + (« + 2)j'' - (« -I- 2)1)" = 0. 


oiusmocii opcmfcioues instituaiiiua, quibus rolatio moflo allata ohtiiioii 
quod scqiieiiti modo commodissime fiefc: 


'•icPx 

rx 

0 + ().t -f- 27 XX -f- • 

■ ■ + 3()i -I- 1 ) 2 ) nU;., 

dP 

r.x 

1 -r oa; -f- 21xx -j- • 

-f- ()? -(- l)p.V'~\- oU;.. 

cPx 

Xcx ~~ 

^. + 2 + 9a: + 2Sxx -t - ■ 

-f- (« + 2) 1 - (lie., 

rP 

XCX 

j. — i> — 21 :c — Tfia:,-!: — ■ ■ 

1 

j 

-i_ 

1 


Colhgautur iam hae qiiatuor series iu imam 
sequontem aequationom: 


«umniam, atquo 


ol)Unol 


ox '^ 'dx ~^'xbx 

quandoquidem omnes te)-mini sc mufcuo dcstruunt. 


uncle c-go fit + 1) + ,p(3,,, + 2 . - 


«(i + 3a;) 

P l-2x~3a;x’ 


quae aoqnatio iutegrata praebot 


consequonter 


ad constant.tMii C detorniinandani notetur tantuiii nostrain seriem propo- 
m casu a; = 0 praebero 7^=1, imde pat<^t suini dcbero (7=1, ita ut sit 
ima seriei 

, 

]/(l — 2a’ — 3a:a;) 


74. PraoLcf ergo oxpccLationem pevtigimu.q ad smninaiu algebraicani, quae 
L’oasio etiaui it.a est eoiuparata, ut in soriom eonvcrsa ipsam nostrain 
ein rcproducat, id quod ostcndiaao operae erit pretium. Ciini igitur sit 

== _ 2x — 

luius trinoniii partes posterioros couiuiictim spcctoiitur, evolutio nobis dabit 

P = H- ‘ (2,-.; -h ® (2x + -ixx)^ + 2 ; ■ ; ■ (2a; -|- 3a;a;)* etc., 

til sufficiet ad potestatem iantuni tertiain usque evolvisse. Hoc modo 
dscomiir 

/' = 1 -b a: + | 3 ;=*+ etc. 

+ i + -g a;" + etc. 

= I + 3 ; -f ^ 13 : 3 : -b 73 ;“+ etc. , 

) igitur perfecte congruit. 


lb. At voro banc eadom sumiua adhuc alio niodo investigari potest, ox 
lula scilicet intcgrali, quam pro valorc littorae ^ invenimus 




) onim rorinula, .siimto w = 0, per x multiplicata dat terminum sociiiidiim, x; 
porro n = 2, per xx multiplicata dat terminum tertium, quo obsor- 
summa quacsita ita poterit repraesontari : 


= lfg,p(l + x(l H- 2 cos (p) xx{l 2 cos (py -b 3 ;® (1 +2 cos (py + etc.), 


ubi probe cst obscrvanuum in uac intogvatioiie quantitateni x tai 
stauteni specbsui, siquicleni solus angulns (p est variabilis. 


7b. Evidciift auttMu est aoviein inliniUmi, in quam demcuUi 
0[>ortet', es3B geometricain, cuius ergo suinma o-vit 


1 1 _ 

I — x(t -1-2 cos cp) 1 — — 2 a; cos qp ’ 


sicque adeo pio P iam lijibeiniis hanc cxpressionein finiiam; 


ji ^ < /* r 

ir J 1 — .r — 2 a’ cos tp Lad <p = n- J 


a 9 ? =» 0 
Lad ^) ^-~7c^ 


quao aequatio ita poterit exhibori: 

/>_ 1 f 

1 - - .-c ’ 

^ "tj 

ubi iam brevitatis gratia statuanius = haboainus 

j^= r _ y 

«t( 1— .'c)t/ l-'kconfp 


77. 


Constat auteni hiiius forinulao . , • 

1 -f- U COH (p 


iiitogvale osso 


1 . cos 09 -f M 

. .. A PAQ L - • 

l-b«cosr^’ 


undo, si loco n sciibamus — Jc, adipiscimur pro nostro casu 

T> 1 , cos ro — /c 

P~ > A cos — , 

all -.'r)y(l -fc/.) 1— /;co39> 


ubi constantis additione non cst opus, quia haec oxpressio casu (p 
ovanosclt. Faciamus igdtiir pro altoro tormino f/9 = 7f, unde fib 

cos M — I et A cos -- — — A cos — I «= n: 

l — /^cosy 



ibebiiuus 




prcssio, ub /,• == abit in haiic: 


lit auto. 


y(i — ‘2x~ 3.1-a:) 


Cum sit 


I ~2x — = (1 — xy — 4xx = (1 -j- a:) (1 — 3a:) , 

i’ soriein nostram suniniandam diiobiis casibus lieri infinite magnam, scili- 
ro casu quo a: = — 1, altoro vei'O quo a; = Turn vero nostra series 
surnniam linitani, (luanilo x continotur intra lios limites: — i ot 
om X extra bos limites accipiatur, turn siimma semper orit iinaginaria. 
ito a; = -j babebitur haec smiimatio; 
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19 51 

.1* + 'i*- 


1 141 , . 

+ -;jv -I- «t<:. = 


4__ 

1/r 


fVESTIOATlO SUMMAE HEMQUAKUM SERIEKUM Q, It, S etc. 
SUJ^RA § {) EXPOSITARUM 

Iiicipiamus a wcric Q, quae esfc 

Q a:a: + 2a:“+ (Ja;' H b qx’*^^ -h + ?''a:"+‘' + etc., 

riiuuB to.vminuH, xa:, ox potestato « == I oritur; ubi, porincle ac si serieni 
0 inchoare voliinus, praefigi dcbet terminus Ox. Pro hac aiitein sevie 
mus supra esse g= l-ip'~p), huius serioi siimniii cx serie 

(3 aequcnti modo clici poterit. 


80. Cum sit 




P ^ 1 lixx -H • • -1- px’‘ -}- p(c'‘ ' ‘ 4- otc. , 

Px = a: -H H + x" " ' -!- otc. , 


cjuae postevior series a priori subtracfca relinquit 

P(l - a:) 1 + 2a-a: (p ~ p) x" ^ etc. 

Qunre cum sit p — p = 2q, crifc 

P(l-a;) = l 


sicque inuotescit hiiius serioi summa, cum sit 

Modo ante aiitom vidimus esse 

p= ._V . , 

j/(j — 2a; - '^xx) 

sicque Iiabobinius 

Q — rc— ]/i ~2a:— 2a,a; 

■ 27(1 — Sa; — 3a;a;) 


81. Procodanius ad soriein jR, quuo ita so liabebat: 

11 = P -P 3a>®+ 10a;'’4- \~ rx" ' ■ p otc., 

cuius primus terminus, »*, ex potestato n=2 est ortus, undo praefi: 
piendi sunt bini termini 0x‘-\-0x^, ad cuius summam invoniondam 
esse r ‘= c/ ~ (j — p. Hinc, si sequcntes oporatioiies iustituantur: 

Q = xx~-\- h qx " ’ 4- q'x'‘ '* ® + otc. , 

— Qx = — a:» . . — g- a;" etc., 

— Fx^=^ ~xx — a;* • — ^ etc., 



indo coniunctim liot 


Q (1 _ .r) -- Px^ = 3^' -h 3r + - ■ • -h - P) a;" -H = /?.') 


82. Hoc igitur inodo siinnitiun R doierminavimus per biiias serie.s 
cedoiitoK Q ot P, (piae cum iain sint cogiiitae, oiiam «iuiimam soriei R 
Iji'iiico per certain runclionein ijisiu?: x exprc-ssain sinmis inlepLi, ([iiae tpioi 
commode ovolvi quoat, deincops ostondcnius. 


83. Pro scrie S, quao ita erat proposita: 

H = ir)a;*‘+ • • • -i- d- s'rr" ^ ' + etc.. 

ei l.rcs termini cvauoscentos praofijji sunt censendi, scilicet 0x^-\-0x^-\ 
9 i(|uid(nu a potostate w — 0 iiicipere volimus. Supra aulera inveniiuus 
«==;•' — r — (], unde sequontos operationos instituaraus; 

II _ rxr^-\- etc., 

— Jt-j; = — rP' — 3.^*^ — ■ — • ■ — r;P“®— etc., 

i)-xx=---‘P-2x^~ Oa;” ■■ ~ etc.. 

quibus tribus seriobus collectis oritur bacc series: 

psa;"-^“4- etc., 

quae est ipsa series S. Quocirca simima huius seriei per binas praccc( 
Q ot li ita determiuaUir, nt sit 

S=B{\ -x)- Qxx, 

cuius ovolutio otiam satis simpUciter expedivi poterlt, uti mox ostende 
i) Edilio pvincops: 

Q(^S - X)-P(£X = {q ~ q ~ = 7^. C. 1 

r,i-.(,NnAi.n. TCcn.n.r Opoia omnia lie* Coiiiin^nlationca uniilyticao 



.S' ;t'* _|. .[x' -}- If, _|. ,5 I s _|_ ^ 

-i'a; - _ j;-_ 4,^ - - etc., 

— -V bx' — 10a:’’ — — y x’‘ ’■ ' - - etc 

Cum igitur }i—s~~r = i, hao tres series collectao clabuiil 

6'(I - -c) - Rxx ==:(:« -I- .. . -J- /y- M_,_ ^ 

fiuae ciinj sit ips.i series 7; erit 


T= S(l — x) — llxx. 


85 . Hinc igitur mnnife.stmn est singulns I, arum serierum satis si, 
P l>inas praccedentes determinari posse atquo udeo por logoin poni 
>ome>n. U, coninnetin, ob oculos po,m,„„s. ' 


L> ’ 

Q{l~x) ~ Pxx, 
^ = iifl — a:) — Qxx, 
T^S(1~ a;) _ 

U= J (] 

etc., 


>mde patet omuo.s bas su,p,„as sec.ndum 
scala rolat.on.s csfc (1 4 _ 

geouietncani. 


snnein rociuTontom proccdoro, 
i»ox patobif; Iianc sorioni acico 


8(i. 


hoc osteudeuduni, cum 


tacta evolutione «it 


Q 

P 


2 - , 


‘‘'■iniuM Q l'r\ inili' iiiih'in suliljiln irnili(innliliil(‘. ciirn si! 


Kl ‘J.f llj'.r 1 .r 

a{>i|uiil in : 

(I ■!.(■./ (I .i)" •1/1(1 ;/■) I hj/’, 

('(liicii 111- nil iMiniti: 

/'{I . 1 ) x.i nr, 

I'ohf noiiiMMr iiivnliii. 

Inin in n nn ic l\ . mi Incn Imnr valnn'in I'v Mui»M( il uumuM, nri(‘l.iir 
(unlin: 

li ■ /*(/•(! 

1 |MM' ri'liif iniii'iii inndii iioluliun 

ir /'Mr. 

pniKi Incn cl li vulnrcs iuvcii((w srriliaiiiii.M, uauciHcrmur .siniili moiln 


.S' 

/'/■ 

(/'( 1 

.1) 

;/M j • 

> /'r^ 

7' 

I'rr 

(r, 1 

j } 

XX) ■ 

Pv\ 

/' 

I'r^ 

(rfl 

./■ j • 

XJ ) ' 

Pv\ 

/ • 


'(v{\ 

;/) 

■Xx\ 



88. Quotlsi iam l^as doterminationcs acl toniuuas intcgvales, 
Uttevis j}, q, r etc. inveiiiinuB, tvaiistevamus, (.luoniam invouittms 


z= ^ I Off. coa Af/) (1 -1- 2 cos (p)'\ 


si exponenti \i successive vulorea fcribiuuiiu.s 0, I, 2, 3, 4 otc., qni 
a potcstatc x' iticliouro est ccnsontla, I’oniuila diOcrentialia 3(p cos A* 
seriem geoinctricani ninUipIicari debobib: 

(1 + 2 cos(pfx*~\- (1 + 2cosf/))'a:' *'■ + (1 + 2 cos^)\'c^ + ® + ct 


cuius sumiua est 



X cos ip 


qua ergo in calculum introclucta suinrna (juacsitn. Z ita oxprimetn 


y I r dtp cos X(p 

71 J \ — x—'2x cos<p 


a <p =“ 0 
Lad (p -■ 7T. 


ubi qnautitas x est cousUuis. 


Qnoniam igitur hie invoninum istaiii siiinniaui, scilicet 


existente 


y(l — 2 a’ — 


V s= 


I -.x~y{i — 2x-~ 8aa) 


nunc huins ipsiws levinulae integralis valorem adoo algebvaicuv 
potevimns, quaucloquideiu nunc novhuus esse 

i x^d(p cos __ 

Tcj 1— iC— 2 acos 9 J f/(l-2a-3aaV 

sivo miiltiplicanclo per ■* babobiinus 

/ ^^cosA^ n 

i — a: — 2 a;cos 9 ™ ]/(! — 2 a - 3 aa) 


!jn. Quonimri liaec intogratio iiiaiori attentionte digna vidotur, earn iu 
miodioroni formain transruudamns oi, quoniani x et v hie ut coustautes 
ctantur, ])oiiamus ~ h, atquo ob 

1 a — l/l — 2x — ixx 

2 ' 

'>l)X 1 — X — Vl — 2.r — dxx^ 


10 aoqual.io siddahn irraiioiiaiitafcc praebefc 

<\hho:x. — — 3 ;) + (1 — a:)* = (I — xf — ‘^xx. 


10 voduciUir ad bane: 


hbx — h -\-hx~ — X, 

lo ipsa qiiantitas x sai.ia commode determiuatur, cum iiat 
oquo 


+ i’ 


fj 

^ i 


iC(]UO porro, cum essot. 


L iiiinc 


Vi — '2x — ‘dxx *== I — X — 26a:, 


Vl — 2 a; — iia;a; 


1 -66 
r^'b + bh' 


9i. Quodsi ovgo loco quanUtatis a; lifctevam b iu iioBtium calculutn intro- 
3 amus, integrafcio inventa ad Imiic formam I’educefcur simpliciorem: 

/* dfpcoBlq} r = 

J 1 — 26 C 03 f/) + 66 Lad qu — srJ 1—66 

US voritas ex calculis liactenus expeditis esfc deducta; verum etiain iinrae- 
Lte et directo demonstrari potest, quo ipso praccedentia omuia eo inagis 
:Toborabimtur. 


92. Ad hoc igifcur dcmonstrandimi iu subsidiiim vocoini] 
mtogrationeni. qua est 

r cup 1 1 «(J 08 qD-|-/J 

J a -\-fi cos fp y(t(a -(i^) « + /? coh rjr; 

Kiat nuuc « = 1 + et - — 21) ct habobimus 

/• rtf (1 + hb) oo.s (j, - u/y ^ 

./ 1 -- 2i»i'os gj -f- ’ 1 •“ 2 cos go /j ’ 

ijtu'id iiitogrulc hv.u cvauost-it posHo l^osito crgn pro i 

<f = 71 hoc integraic evadof 


93. Quoniain igifcnr pro nostvis teniiinis ini.onnil.ionis iiivc 

/■ ^ a 

J i ~ ‘2h cos (p -j- hb I - - 


hb 


attjuc inanitbsto est 

Ihf^-^n uleoquo 

• tJ \~‘2h COS 7» -p h I) 

banc formam in duas partes distribnoudo liabobijiins 


71 = (] 



G(p 

— Stcos (p + hb 



f) (p co.s <p 
— '2 b co.s tp -|- h ( 


unde colligimiis 



ogjcosg) zb 

2&COS (p -f hh 1 ~bh 


04. Quoniain pro nostris terminis integration is in gonoro t 

f d(p ooHiip == 0, 

siqiiidem i fuerit numenis integer, multipliccmus lianc formul 
infra per 1 — 26 cosy atque obtinobimus 


{‘C tbniin ian\ in tro^ partes seeta nobis dabit 

n /* __ I I* 9<pcos(/ — i)fp , /* (^(pcos_(^j- 0‘f' 

^ *\f I 2?JCo.s f/( + /j/( \} l — 2hcon(p-\-hh~^ J \ — 2h COR <j) -\- hh ’ 

do dorivamns hanc roductionein gonera-lcm: 

/* /;<pcoh(/-[- n<p I -j- hb /* d(pwsi(p C Tfp cos (/ ~ I) qd 

t/ I — 'Jib COR cp -\- bh h ,/ I ~ 'ih c.o'R ip ->:■ hh »/ 1 — 2/; cos rp 4- ' 

lus opo cx int.egralibus biuis pro angulis n/i ot (t — l)(/ intograle pro augiilo 
]- !)<■/) dotcruiinari potest, mule sequontom tabalani conficore licobit: 


/ 

I 

/ 

./■ 

/ 


3^ 

1 bh — 2b cos q> 
dq>cosq) 

1 -{-bh — 2bcostp 

'dg> cos '2 (p 
I -{-bh~ 2bcos(p 

dtp cos lUp 
1 + 66 — 2&cos(p 

dgy cos '1 (p 
1 + 6?; — 26 cos 9 > 


1 - 66 ’ 

jth 

1 - 66 ’ 

txhh 
I - 66 ’ 

1 - 66 ’ 

3^6* 

1 - 66 ’ 


/ dtp cos ).tp 
1 + 66 — 26 cos (p 


1 - 66 ’ 


orsiis uti supra invonimus. 
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SUMMARIUM 


I'lu diivelopjjaut la puissAiico j) dw I a;, la coi'fftcicnl. dv\ Un-nw 

cnmmp tout le raoiule sail, ^ ^ ^ Z 1+ I yol'ni 

Mr. Euler a introduit dans I’analyBe le caraclere V On sait done po ijun 
olioz hii les earactoros 


(H\ (!i'\ /^\ / ” \ \ 

uJ» \2j’ UJ’ \c'4-'2j 


Ell laisant usage dc t-cs caracteres dans racccplntion iiulicpu’c, lo tluioii'nir. iloiil. 
ici la domonstration porte quc 




Eiiimiortel auteur avart deja demonlru eette vdrite pour tcs cas nii m oM, tin iiom 
positif. Tci, il fait voir quo cette egalit* a lieu dans tons los uas, et qnc w uL , 
etre des nomliros entiers on fractionunires, positifs ou negatifs. 


0 Coufer liac cum dissertaiione Commentationes iaui 
minis Ii8 adiecta. C. U. 


laudatas in nola 1 iid p. 


1 . Si istc cliataclor dasij^nnt coOfficientcni pnhostiitift :r\ qui ox cvo- 
10110 liinoniii (I oi-iliir, ifca nt sit 
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\ 7 / 1 2 3 q ' 

i itji. priilom ostondi'), siuntnain huiusmodi pi-ochictorum 
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ipor hao iorninla (^xprinii 
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aidoquidom bi duo cliaracteres sunt intor se acqiialos, quia in genoro eafc 


2 . Hoc ologaiis thoorenia tnin tomporis floduxi ox casibus Hpecialibiis, 
bus oral' priiiiu la — l, undo fit 



udo sumpt.o m = 2 oiiam liaiul difficiiltor povspicituv osso 



Ri auteni m = o liabobitur 



1) Vido Comnicnlationoin 676 indicis ENnsTuOKMiANi convonLui acfiduniiae Petropolitiinuo 
ibitam die 13. Midi 1776; Lmsuardi Eulkki Optra omnia vol. Its, p. 528— 6C8, imprimis p. 550. 

c. n. 
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Kx quibus cn.sibus conclurfiu goiieralis satis tiito est dcflucta, ita nt 
strationi rigida(‘ aequivaleus sit censeiida. 


.1 Interim tamen istnd ratiooinium non nisi ad casus, quibus 
ninnorus integor [jositinis, extendi potest, etiainsi voritas ituillo lalius 
atque adcu ad oinncs plane valores liltorao m extendi doprolumdalaii 
efciamnimc pro hoc tlicoremato demonsfcratio comploLa dosidoriitur, (ji 
veritas [)ro omnibus casibus, sivc littorac m efc dcnotonl. niniH'n 

posiiivus sivc negatives sivc integros sivo fractos, ostcndatiif. Taloin 
deinonstrationem hie sum fcraditimis. 


LEMMA 

4. Si formula 

(r-a:)9+' 

in seriem evohatur secundum potestates ipsius x proceclentem, kim in hu 
po;cs;a;iS a" co&ffidcns erit (-— 


Cum eniin sit 

(1 1 + (1 tq, + («±q ,, + p -H 3^ 


ol 


in 


genere potostatis rt' coCfficieus erit (»+-'), qui ergo otiain erit com 


potestatis ex ovoliitione formulae --_f rosultirntiB. f'iiil, nuuc p -| 


SIVC A — n~p, atque coCfficiens potestatis erit /n - • j> 

\ n-p ) V „ 


b. Boc Icmiuate praomisso consideremus hanc oxprossionotu; 
(YZ7).-r.(l + i_-J -F, 


) (jua, cum morn solilo fiuf 
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t per soriom 


K = 
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5 h 0 


pritmi tovinino praefig'i patest cliaractor CoTieipuitiliiu nuiic Hiiif^nli 

inbra liiiius soriei inoro solif.o in series cvoluta (jt ox singulis colligantu: 
mini potestai.o z'‘ aflbcti, atquo per Iciimia prnomissnni ox priiiu) nieinl)ro 
p = (: ot q = c, cuclTiciciis Imius potesbitis ipsins crii, = ) . Deiiidt 

secniulo niembvo, ob p c \ et </ = c-|-], evil. [po(,ostatiri| 4’“ cocriicioni 

Simili moclo ox tevtio moml>ro nascitur poloshitiH co^Wficioii! 

I sicqiie poiTo. Hiiio inanirostuni cat ox b)t{i roniia K huius iJotost-atis -s 

iriiciontcm tisso proditurum 




jm brevitatis gratia iittora C indic(niiiiH, Iniecquo ost ea ipsa progi'cssio 
us sunima dcnionstranda cst actjiiai*i huic clmractori 


6. Hoc autom facile osfcondotiir, si moclo obsorvemus esse 
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igitur forma nostra (Ji'it 


V 




cuius ttvolutione potestaUs -s’* cofifficious, ob «= c ot q‘= ni-[-c, olicitur 


qimo ost (lomonstratio niaxiiuc ligorosa nostri tliooreinn 
sciupev aiibsifttit, quicuiuiue nuinevi littovi& m ci: n trib' 


7. Casus hie singularis, quo m = 0 ot. pof.ostas ~\- 
Gsfc ill + peciiliarom ovolulionera postulat. Ci 


ob 
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crit 
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2 + 3 ‘(1 ■:[ 


8. Hioc iani, ut supni Ibciinus, invosUgomus cooHu 
atquo ox primo moinbro is prodib = " J; ox soci 

“ ^o***'^o momliro ^ cx quarto — ] 

sicquo lotus eoOfTiciciis potestatis 2 " ox ovoliitiono oxpi’i 



9. Gum voro per transformafeionem sit 


orib quoque 


(1 — e ) 


lare cum sit 


= zz -f- 2 ^ + etc. , 

,r + ‘ I I 

(1 - z'r^ 2 ' (i'- 2y+' ■*■ “3 * {1 - 'I' 


cuius uvolutione propteroa si (jiuioratur cnefficifins potcsLatis z", is illi, 
ejii ruotio ante invoniniiis, ncqiialis ease ilebet. 


10. Nunc vero {)or lo/utna praeiiiissimi primnin meinbniin pro iioc co^^fO' 
inlc praebet sccuiuUini membrum aulein dnt tortiuni 

i ■("7^) poiro, ita ut liinc totus coOfHcieiis potestatis z'" sit 






n. Tlinc igitur adqjti sumiis scqueiitem aequationem inter binas pro* 
3ssiones invontas, (luaiuluquidoni semper crit 







:io dnao progressiones debent esso inter se aeqiiales, quicunque valoros 
.oris 71 ct c tribuantur, cuius voritatis nonmillos casus perpoudissc iuvabit 


CASUS I, QUO c = 0 
12. Hoc ergo casu prior series evadet 


f7i\ 1 f n\ , I 1 {'n\ , 1 f 7i\ , 

\ i7 " ¥ ' \ 27 + A ■ \3 ^ “ 4 * It) i * VA ) ~ 
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Ubi iiotfiiulimi est, omniuui haruni foniinlavuni Viilocmu 

(juamdiii ?. nou excedifc », hancqiic adeo sorioin i.anf.nm uB(jU(> ad 
f" ^ ”) Gssu Gonti?iuiutdam, liocqiio modo postorior scricH ila (‘sf, ropm 


I , i 


^ + 2 + 3 + + + 7, +■■■+„ 


Id. Ifine orgo micti sinnus scqnentotii a(!qnation(!ni iiiaximu mki; 


1 -f ^ J t I J , I 

^ 2 ^ ^ .1 ^ 5 ^ > « ’ 


cuius voiitatoni aliquofc cxcniplia ostendaniiiH. 


M. Sit r'. « = t; fiet prior series (') = :l, altera vei',) parile 

2". Sit a ^2; et, ob (“)..2 el ("j ^ j, orit prior sorios 2 
posterior voro .series dat 1 -p ‘ ^ 

3“. Sitn = 8 ; ob (“-^ = 3 /»'! , ■ ■ . ji 

posterior vero series pmobet 1 + ..l ^ ^ 

2 “ fl fi ■ 

4". Si a = 4, ob ("-)=,-4 /»\ , , /,i\ 

4 - 4 .i __L_ I / ^ ( 4 )“"! priors 

" ^ ^3 4 * altera voro series dafc 1 -i- ^ -l ^ 1 . 

valor est aequalis, ob 1 — -L i 4 . ^ ® 

•1 12 .4 • 


hr 


fi". Si «=5, Ob (.")=. 5, (^)=10, (■;;) = 10. (-^) = 5 et (|) = 1 ont 

Dr senes o — ^ -]- Vj- -- -• y ; posterior vero dat 1 -1- -f- -- -j + ^ » 

valoves cakmlo institute accurate evadiuii acquales. 

Simili inodo crit quoipu’ 
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uUs cuiiu tenuiuis subtvactis reiuauet 


6 - 11 4- U-‘ — a + 4 — l4 ~ 0. 
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CASUS il, QUO c = 1 
If'. Hoc casu orit prior series 


Dra voro fit 


p;')+;cv')+iF7-')+M":V“^ 

ro in has duuvS resolvitiir 
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-j- etc., 


_ 1 __ I _ 1 _ I _ 1 —etc., 


10 eo usque sunt continuandao, quoad superiorcs termini uuitate fiant mi- 
• 08 ; luiic ergo expressioni prior series sempor erit aoqualis. 


16. Sit 1" « = 1; ac prior series tota ovanescit, quod otiam in posteriore 
suit. 


2\ Sit )} = 2; «nc prior .series diit 1, posterior vero dat 1 4- ( 
3*'. Si n -= 3, prior scries dai 3 — * = , posterior vc-ro sor 

4”. Si n = 4, prior series |)rae])et — o "1“ 3 » posterior voro sc 
r>“ Si n = .0, p7*ior series dat 10 — -1- J - * , posterio 


CASUS 111, QUO f; = 2 
17. Hoc orgo casu jirior series orit 


postorio)' vero series praebet 


-Hie iaiii, cpiatndin n < 3, oniiios toriuitii prioris seriei abeuiit in iiih 
etiaiii in altera itsu venire deprclioiiditur. Taiitum aiitciii liie unic 
(pio n=={5, cvolvainns; quo casu prior scries evadit 20 — J - 
voro series dat 10+ I", + !] -J- 


NOTA 

18. Ill seric posteriore, quae crat 
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dubiuju vidcri potost, quod ea taiitnm usqno ad tonninuin (“T'-j 
debeat, cum tanion scquoiites torinini, in quibus superior uuinovu 
tivus, non evaneseant. Veruin hie obsorvanduin nst in his characl 
inerum inreriorem immocliate ex auaij'si ortuin convorsum esse in : 

plemontum, siquldem ex forma gonerali coomcieias ipsius i. 

scripsimus + y[ aoquationis (-^) = ( 


ri)l)i^ (iliH<‘rv;iinliini i‘s(, liilciti (‘■onviM’KiuiK'iii inm VJiii'rc, itiHi Miiporior iiiinu'i 
iicrii. ivu.s, (|iii'iiia(liiMM|iiiii harloiui.s aMMuiMMiiiius; uiidi^ si I'l.iaiit ml i 

im oM ivns iioslras |u'o{',rt'f«‘U(HU‘s rxiciulori' v(’li\mis, iu s<*.ri(’ salUMu [ 

h‘riiii-i ill siii;-,iiliM cliarm-lcrilHis <*(Hii|)lrinrnla iiircrionim iiimn‘niruiH srr 


el)ol)\nil. hoi’ipn* im>do 

jiosl erior 

propi'csjiio iia es 

i |•eprm•s(‘1llandll: 
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lie pndie nideliir omin 

'n li'riiiinos, iiIm iiir(‘rioreM 
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liliilo ('ss(> lialiiaidoa. 11 
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)i f! et. c 'J, 

r('ssio ('rif. 
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li(’ er;p) oniiicM leriniiii 
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evnni's 

(and'. Hoc. auiinii 


l.iaiii iioslnm cxjin'nsiimcs ad viiinn's iirf^tiiivos ijifiiiiM <• l•xl('lldl•^a licidiil. 
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I!*. Hoc ci’^o cami prior [irojjn'Hsiii orit 
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11, ora \«*ro prof^rossi<» 
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1 /« 
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uiiis MiM'ici prioros lorniitii (unnrH oviincHcuni , donee Miiporiores luiniovi m 
Mill, iie^^oilivi: (iiin void seiiiimdiiiiii loriiiinorinn ii (aiilnni si^milical.um 
i ipiiliiiH iniineriiH interior adhiir enl' posil.iviis v(d 0; f^iuionilini (mini omi 
di cl\unic(eres. siimil ac uumovi inldrioros ovudunl ne.['alivi, w(mu\ku' e’ 
(isc.tinl . 
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2(J. Hinc evgo mteiugiun*, ox progruasiunu jjuhiunuu^ uuiuiui 
vcliucivii, qui ovLt f- » cuius valor ost cui ergo progi 

sompnr ost acqualis. 

Si cmin ponawius h=\. prior progrossio dat 1 — . po£ 

(lat etiani ~ ■ 

2". Si n = 2, ]n-ior series dat 1 — I J - J , posterior voro e) 

3“. Si w = 3, orit. I - 2 + I - I ” T ■ 

Similique inodo purro habobitur 
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2 » 4 5 6 6 

etc. 
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Prior pvogressio orit 
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' 2 \0 

/ ' a \ 1 / 


^2/ 



— fti-C., 


iibi primus tonniniis ovauoscib; posterior vero series orit 



cuius terminus gonera-lis ost y)- Uic igitiir ab initio om 

evanescent, donee liat A — 7i -|- 1, undo terminus /it ^ , 

sequitur terminus aclinic valorem dat seque 

onmes itcrnni evanosciint, ita ut tota posterior series contrahatur 
torminos: 


_ _1... 4- . -V. . 

« + 1 n + *2 


- 1 _ 

(« -h iKaTT)’ 


qui ergo cst valor scvici pvioris. 
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iSi )i - \i, l\iil>(Uul,ur 
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I ‘j :i • I 


Si w • • .‘i. oril. 


H ti . i 
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(lASlIS VI, gtfO r- . 3 


llii! prior pro^rof^nio oril. 

lo prioi'CM li'i'iiiiiii in nihilnin iihninii. I'm pn^ioriorn V('ro Morii'. c.uiiiH 
HIM ^p'lii'iiiliM i'mI J ( " I ,J, priiiniM (oriiiiiius Higiiilirnl.mii Imhon.s osl, 
•I »i I I ■ n\ilrm {t*nninus onl. ^ ; «Um\ho mMpjcuH 

I I mliipii V(‘rct (iiniicii ('Viiiu?.si:unl., il.ii ill. Hiiiiiimi priorin 

r riiliini hK, 


nil n ! -j ‘ »i i :i Oi I i)nj i U)(ii 1 W) 


I. ('I rniM cM'iiipliH illnMimuniH, hK. 
n- ' 0, (pin rnMii Hunnim ilchi'l.') osw' 


ipHiL vnro j)rop^roHHio 


) |iiin<’(>]iH; dnliil. 


(’. II. 


ipsa vcro progress 


2”. Oasu n = 1 fit suinnia 



3". Casu = 2 fit summa " f, 'psa autoin prog 

1 ^ 4 _ ' ' 

■)' f) HO ' 

Eoclom inodo liabobiinus 
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•I ^ f» G ^ 7 U • r. . 7 


6 ^ _ 1 ^ 5 __ 1 _ 2 

4 r> >i '^ 7 S ~~ 0 • 7 - s’ 


25. Suporfiuuiii foret Imoc ultcrins jiroseqiii. Hinc onim sati 
fiieril 6‘=« — 4, poslorioreni progres-siononi, atque adco suiniuan) 
tAiraiu esse 

— 1 j JJ 3 , _j „ 

)/ -P I ‘ u 4- 2 » + U H 4 (h + l)(a 4- -\- :-l) (n -h ■! 

Prior voro series omissis terminis nibilo aeqnalibiis erit 
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I did. 


('Dtiviiiilui cxliiltihi iliii .*il. Mail 177!) 

< 'iiiiiiiioiil III III 7!lii iiiilii'iii l'!Ni:K'ri(<ii:M]A.Ni 

Ill r»cu. ii'iiiir ili'.H M-li'iuMH tin SI.-IV-tiTxIiniirf' li (IHI)‘»/I(l), IHli, ) 1 . L'l; ■■\'2 


Isx iiM. ijii;ii' niiiii pnimiM il<‘ iiol.t'.slal.iim r(u;i[)r()c,iirinn in 

ni .'ill iili dim Imdiiiii cmsiim ddriviiri posMinil., ijiiilMiH .siiiiitiiiiin Hcriin 
nim.'iilim aMMipimrn liccl,: iill,i>r c|iio ii I, ulii (jMl.iMidi liiiiiiH sarioi 


'mi' 


I Did-. 


luii I'MAi* . ilciiolimid H iM'riphiM’Mim rirc.iili, c.niiiH diiinidi.dr ^ 1; 

drro cm.iiH (‘n(.. (jiio (I I; l.utn niiin iimlnliH luiiiiH rnsrii'i 
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Hi 


- - vi v. 


) I’lmri'r Imr I'liin iIpmi'vIiiHhh*' (^ niiiMU'itlJiliniio.H liO, -M, 01, G.'l, 130, Oil?; Id'-ONUMihi I'A/i.mtt 
iiintii, \..| 111 « 1 . Ii6. I Ii. 

) N'iilr i.'iiiiiimiiitiilioiii's 1 1, (51, iiit»ic» ItitidatHH; I.tvs'iiAUtii Kvi.r.ui Opaa omnUiy vol. lit, 
H HO vi irc' C. Ji- 


1 - 2 ^ • 2“ 9 IG 2^ 

suntinani esso = 2 -(/ 2 )'' denotanto 12 logariUittuim hyporl 

fjui est 0,G03147180. Neque vero praotor Uos cayn.g iilltjy alii/.s 
quo sinnmam assignarc liceat. 


2. iAlcfcbodus autem, qua buiic postromuin cayuni Hum ad 
oxtcndi potest, ita nt inde pluriinao insignoH roIationoH inter 
senes ium,s fonnao reperiri qiicant JnuiMtur itiitem ista nusUiodu 


LEMMA 


Si pofmtur 

P^j~ly el 9-f^fh:, 
ent SKnwm ■' 

j) {j h'- ly -p 0, 

^mdan constant ita definiatuy, ,u unico casui salisfaciul. 


Hinc igitur seq„e«tia proWo^ata p.rcurra.nus pro varia soil 


inter x et y. 


PEOBLEMA 1 

Si fueril ,; + p = i, 
i" series rcsolvere. ila „t hinc prodeat 


lx 


■1) Vide Cojameotat 


P + q=lx. Uj -J- C. 


>onem 20, ibido,,>, imprimis p. 40. c. U. 


'1. (Iiini ij'.il.iir nil. // • 1 


.1', c*ril- 


In " ;; „i.r. 




.»■ J'x .1 

I i !• I( 


(|lin inodo nil 


I / v.v v"* v' , 

V (il. ;/ ()|,c 


J u 


U '/■' ?/* .v‘ J 


i)l)r«‘in liiiniiu ilu.’inmi Hoiit'rtim Hiiniina. (‘ril. If hj 1* ('. I’l'd couMl.auld (! 
rti<l;i ('niiMi(!(>r<'n)ii!i I'ji'iiiin, ({ito .r ■<> ol. ij ( iilcotjiK' lx -I if > 0; I, urn 
«'ri(. 

.Ill . 7r ,-r 

n \ If <Mi . 

' ' • i •» i li () 

olir.il nr C 


I. (.'.nollcM (■ri.rji I'lnn tl. x •} // ■ 1. Miiinnia hanun liinivnm Horioruni iuiirt’im 


.r.r .r' .j 

I -I ' ‘ 1 1; 


'/ , .V'/ , 

I I '' 11 ' ii; 


' lx -hr, liiiir(|un Hlal.iiu MeM(iutur l•^*l•i.illH riisiiH Hiipni moinoraLuH. 
\ (‘uiin ;(■ ■ I'ril. tiimmio y- ■ [ itltrcKiun :inii)ao Iiao HOvioH iiiLoi- ho 

l(‘s lovadnui.), iiinh^ HoijuiLur loro 


I ... I |.o. -I- .|. I I I- ‘ |.J -- a V a,)“‘ J 2 2 • 


, T- -r -f- Cbt. ^ -I- ^ -I- -f- OU'., 

Hcmpor cnt A -j- B =-- ~ la. ih. Mine orgo, ai aftnriuK hanmi serioniiu 

aliunde ossGt (ngnita, otiiim alteriu.s anmma iunoto.soorot. JIoci|iir (is 
ipsinn problem;!, (juod lain olini l-ract-Jivi. 


PROBLEMA 2 

(xitYii X — )j = 1 , biaas illas formulas 

el 

in scries rcsolvcre, ita ul kinc 2}rodeat 

P -\- q = lx > hj A- 0 . 


SOLQTIO 

5. Cura hie sit ?/ = a; — oi-jj-. 


bineque 


;jy = ifa,--lj==ia: + /(i__ 1 __ 1 , , 

^ * •ixx 


] X ■' + -I- ,t,. 


Deindo Ob * » I + j, erit 



yv , tf 
2 3 ~ .i 


~h otc. 
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niMliinlc <MM.crmiii:unIii ciiMinn // (), (jiio IH, x 1 ol. 

i); liiMi nr i-nl 


. M 1 1 i - ..i 


j'linilur i' 


llii- i/'iliir ih'iiiin iIidim liriliriiiiis snric‘.s, (jiKinuii CdiiiiiiirUni suniiiuun 
•(' vuIciiiiim; 
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ft // ■ I ft ’ I . 
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I'linillS {'MHUMl, <(1in 


h (t * I oh ah \ a • 1 j 


Alliii lllMIlitI lij'i’r.l iilillllll Ilf'* ( 'iitll»Hrllt,lli»lll**K lin.l!j'lil.*illl 
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qiiocirca, cxiatente « huius serioi 


" 4. J. ^ _i. etc 
] ^ 9 ^ 2 ;, ' • 


suiuma oi-it 




H. Dcinde otiani hie notatu dignua est. casua, quo h -- — a tiU 
hor enim casu erit 


At quia b = — a, orit 


b 


hineque 


— flfl H- a = I 




Inm cum sit 


IhVu = }^lahb, 


bb « --i-tX- 


1 + ]/- :i 


ent a6i = -i, untie sequitur fore 
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9. Si 


pouoremus hie « _ fo,ot I, >. i irteog^. 


^~^~T + -9--4 + otc, 
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r'.'iMOi iiiilio 

inonionit.iiM. 

|. vorn f'iifiximiH 

liic h ■ 1 

It 

;; 

Ih Kf( 


j; .! ^ 

\idu'lu>nUH 

./ ■ 

1 

■ I .iV 

■ ;i ' i-;^ ' 


:r;f * / ■* 

1 , 

' ' . 1 
• 1 • li" 

‘ eh*. 

15 •? ‘J 


luitiuiii hiiK' ox |n'()))l('niiil o priino luinc tuM|nal.io)i(Uii ; 


iniohil 


\ 

I • :\ 

\ ■ 



I 

‘I - :j ' 


I 


111 ) .(.> 

•i • * w-’y 


ole.. 


.T.l 

(> 


/;{•/ 


>) 


I I 

i I--.!- 

I [ 

I • :« I • 


I 




I 


•» . 


, ... f 


I li 


, i’ll’.. 


i:\l 



uucii Uwnc ioui'iu uoln.(.u cU^nuiu; 


I 

i • •.» 



I 

y • ;i-’ 


•I ole.., 


I in poripluwiiui n ponilus i!sil«-uli) I'xrnHHif. Vdi iim oiuUnn r«lal.io 
Ij nnxlo fiiriliuH oi'niiiir. 


ir. 


AlilA .SOliiri'Hi KIIISDKM I’KOIMJ 


10. ( 

^voInl-iiiiK 

' inidi'is /i, alli’iii 

liiiir, 

lx 

/(I 1 !/} In i /(I 1 

nril. 

lx 

i 1 -.'.Y 1 

/ 



Muiu‘. igi(.ur ml. 


;< 1 7 /.(■ ■ 1}/ \ ( 

iii)i c'nnHl.iiiiH C indt 

’ ihdiiiiri 

r|iliii| |iM'iilii 1 / 


1 

P . 

Jl'-y I" 

id. 

U 1 

,1 1 1 

' 1 '.1 

iluihuK V'.OdviUtiH milvHiii.iiliM 
(ju()iit.»r CV- . 0 . 

}ini 1 ) 01 ' I'inii |ii'<iitil /I 

(1. Vonnu limit 
viljil.iH gmtia 

■ '■iiJiNliinM (diiiiii iilid inoilo <|c(iiii 

.11 > 

id. 

A 

x 


lit IiahtiamuH 

Y- ■ ' 
u 

1,1 1 
■1.'/" iiy’ ii;.v‘ * *'*' 


V 

r 1 .V Id V {7,;,^ 


)> \ u (/;/)' i -V ) 


liinr.rjiio liol, 




)'■ ^ <: l{rj c. 

(iliiiidinn (isi. (\'^so // ■ .1 I. hint ;mI (’oiislaiit (M u (■ ili'liiiic'iidiitu coii- 
(,ur riisiiH ./■ fV', (jiio III, X • 0 (‘I- } • n, vcl’o / ’ <>, 

1 hul.uliH rrii. (' idiuunii> (’ (K 


U. Iliiir. ijjfiliir Jiucf.i Minims duns scrirs \ nl. (|ii;iniiii diHVi-dnl.in pni’ 
luiKis ('\|H’iiui(ur. '‘11111 si( 


)■ 


X 



I 

•I 



! 


r 


■- If \ I. I<i\ hill', forniii Huuit.() // < • Hlul-int Mini, rnlal.io nidn iiivniiLu 


l • 

0 

1 • ' '1 • 




Vi- 

' , ' 

1 

i 

> ' 



!i • n® 


I rir. 


aiilmn niodn niim-. inulU> gonnniliuH }uilMi)>niiiis 




' ' I ' ' 

I v I //•' ' ii-y n; .'/* 

' -I- ' I- ‘ 

I(/M l) * Hu ID’ \ 1) 


f (di . 


, I idc., 


ir.o If ((uiciinid hihiua'it ucidporn lirtd. 


PHOHiilOAIA ;t 

si inlrr x i^f y haci: lirlur rrlntio: xy x \- y r, Inuiiit fonuuldH 



icti rcsnlucn', ita it( hinc. pmlvai 

p -1- u lx • Itj -|- C. 


V^. Hinc igitur prime erit 


c- X 

i + X ' 


tiiius logiuitfimufi per dims series seqnentes exprimitiir; 




/c--- 

.r‘^ 


.r' 

- • uto. 

€ 

‘JC'’ 

So” 

^ 1 ? 

-a;-}--- 

~ ii 


f) 

-h etc. 


uudo fit 


P 






c •ic’' 


• O' 


- a; 4- 


a;* 


a: 


a 

+ - 
y ‘ iG 


— 01 


Siinili inodo, cum sit a'*®*?-,— , 

1 T y 


orit 



.V* 

iCr* 


0 



Atcjue liinc orit + y = /;« . % 0. 


14. Pro coiistante definiendn cousideroiuus ciisuni, ejtio 
j)=> Ic- lx ot 


g=^(icy~ 1 - i 


I 

l"^ 4’ 


sive 


IG 


- otc. 


^ t. 

0 + Tii - 


JTZ 




c , e‘ c\ t:‘ , 

I' + T-y--- ,,:- <>t=" 


e aoquatio nostm evadit. 


p + <j = lc- lx + {Icf - -J' - ' + 'i - y + ate- =" te • ix -f C, 
oi'go tovmini ic • ix se nintuo destnuint, itii ut sit 


If). Jlic orgo quinquo occumint scries inliuitae, quus seqiienti inodo in- 
Jinus: 

..'i - I - ^ etc. = 0, 

1 ‘1^9 Hi ' 




r- t 7 - ^ 

!' + JL.+ y'\+.'j', + QU^. = ii, 

r. ^ ^ 16.C^ 

+etc. = 6 '; 

I 1 9 IG ^ 


JUS litteris iiitroductis nostra aoquatio erit 

Ic-lx — l^ — Q-i-lc-ly- n~-S=lx- ly + {lcf — v “ 


;lo sequitur fore 


0 ..... p — Q _ n — S = lx • ly -|- {Icf ^Ic-ix — Ic-ly — ■ 


nn 


ic expressio coutvaliitur in sequontoiii: 


e inufcatis signis 




P+Q + R + S-0='^-l^-iP 





9 2.’> 


tuiii vei'o 




sicque iuter binas scries satis siinpliccui rolationeni sniniiH i\{- 


+ i+9“ + ^+.ST + «t^' 


,T.T I , 


11 bi notaiKlum ost fore 


+ x + = hinc sivo y = ~ — - aivo r - 

I -\- X 

cuius aliquot exempla evolvisse iuvabit. 


17. 1 . Sl a: , erit y — undo soquifcur aoquatio 

i~'2 + n r^8 + 25:25 4- + oto. ) 


I ■ 3 9 • 3> '*■ 25“ 3® 49^ “1“ 


2“ Si a:=, J 


^ , orit y = ideoquo 

1 4, ^ 1 I 

1 .4 “T 9:48 “i- 25:-^6 -h + fttc. 

4- — -4 - ---- 4 - , 3 ^ 

1 • 5 ^ 9 . 5» 2^5 4- joTTf + etc. 


-Tnr I 

« 2 


8 " 2 


. Quin otiaiii ilatur casus, quo = quo<l o.vonit ponendo 


i'itur fiat 


.^• = :^/ = - 1 H- K2 = «; 


I I . ttx 1 ,, ... 

1 + 9 M + M + =16“ 


5. In gonore igitur etiam, quicquid fuerit c, operac prctiuni erit casnm 
(loro, quo lit x = y, quod evenit, si‘) 


jitur orit 


3; «« y/ = — I -{_ j/l -\.c^ «; 


1) 71 (i . iV . ll I it . . 

I - It ^ c 4 rc> + ire + reVcT + 


/) C " R* , « M , , 

() = S = j + ii - +'=tc., 


loducitur ista aoquatio: 


(r . a 


•l-c' ' i) 


-3 «' I 12 ‘2 V j 2 \T “ -l' 9 “ ^^^7 


a' , . 

4 -I- ,j - +'‘t.C. 


lurimus ogrc^gias I'olatiouos inter tornas huiusmodi sorios dorivavo licot, 
rgo (ivadunt rationales, quotios fiiorit 1 -|- c quadratuin. 

Pluros alias rolationes inter binos numcros a: et y evolvero Hceret 
scilicet Ibrma geiierali contentas: 

xy ±ax±l3ij = 2 ', 

utom posito x = (St ot y au in hanc simpliciorem niutatur: 

tU -]r t ti = ] 

— — a(i 

EtUiio piinceps: x =• y ~ * Correxit C. Ji. 


AiiDi Kui.kui Opom omnia lie* CommcnIaUoaee aimlyticae 


17 


iiiOili >t‘ru*s (IPlimriir, qiios in s(Hjnem-iouh i.iH-urcumi 


THKOREMA 

20. Si haheantur hae duac series: 


+ T + ¥ + Te + 


e( 




fucritqiie turn semper erii 


X+Y^^~lx^ly, 


ciiiiKs tlieorciimtis domoustratio in § 4 iain ost tradita. 


COROi.LAUlUM I 

-1. Hie jiute oinniii inanifcstuiii cst siiinmas liarnin 
lion p(mp. simuliic vel x vel y nnitutem siipcivivc'rit 
castbns videtui- in infinitiun excveacove; voniin (.-a fit ad 
oh y negativuiii, logitritliniiis y imagiuavtnsi fivadai 


wibwijjjaiuuivi 


22. Usus hmus thcorematis poiissinuitn iis ca^^ib 
I'^nm ah unitato deficit ideoqne pi-iur sori.s .V parun 


:>Hoia r e« inagis converget. VeUiU si fuerit x J 


10’ 


X = .-J. ._^Lj Jl L 

30 ' •MO*"’ b-10*'^ lG'Vlb‘ + 


series vix convergens, cuius tmiicn sumina pcM- nust-nun Uieoroma facil 
proximo nssignari poterit. Onm enim sit 


^ K) ii • xb“ ^ y • 10^ 1 (j ■ j 0^ 


quae scries est niaxiine couvergons, crit utiquo 




COROIJ/AUIUM III 

23. Ita in gonorc, si statnamus oi ij = 


Y . . j .>» . . _L oir 

t (w 'p n) 4 (m + >2)* ‘ 9 ('" -|- 21)” 


et 


turn igitur erit 


)'■ “ P -J I ole ■ 


X 4 — I . I *' " 

C ' m n 


TliBOREMA II 


24. jS7 habeantu)- hac duae senes: 


X 

y 


Jl. , 1 

X 4xx ' 


16 a: 


, ~yeic., 


-+ ' 
4 i,y^ 9 if 


r+.i^.+,.:.s + c/c- 


exisfenie 


or it 


y = x+l 


17 



'■uins tl(*nioustr;itio colligitur ex § V2, (luiini)oilo littoi 
nnitatitui'. 


C0R0fiLAK!U.M [ 

-;i. liic est = posterior sorics, J', n 

prior A. ()iiin ctiam, si prior series, X, i'uovit, svdeo d 
-piiiiHlii est fracMo imitate minor, posterior nihiloiiiiin 
\eluti si iiierit x= *. erit = ipsae voro aeries on 


et 


A'-- - 4- 

' 4 y I'o '25 


+ . 2‘ 
y * I o2 r 


cunsequenter erit 


3 -1 ■ 3^ 9 ■ S® ^ ig . 34 

X~Y^l(liy, 

guia vevo posterior series, J' parem convergil, ea,„ , 
lioc iiiodo redudmus: ‘ 


i-3 + -i. 3> +!)Ai + otc. = ' 

'■ 2 1-3 .l-l! 


3’ ' 9-3> 

I'lacque babebiiniis banc sammatioiiem : 


2* 03 


* y — 71! 7 3 /'I 


, V6-1 

6 o 


•3 


2{y. 


COROLLARIUM II 


Snmamus uunc in genere 



iR sit serios an 



m8 

9 - 1-6 + etc., 


X 


voro ob 7/ = ‘ altora sories erit 


(]IU! 


rr:= . . _[_ I I 1 

» + l ^.1 (m+ 1)8 9 0/‘-f i)S “r 


i {/(« + 1 ))“+ }•'. 


'cro por thoorcnia I est 




valoro ftubatituto orit 


n -f 1 
n 


n-irl ■ 4 (>r + 1 )- 9 jjf 


otc 


^ \H+ 1 ^ J (71 + i)-'^ 9 («.p J)'‘ 

oxprcssio contrahitnr in banc: 


n ir , ?r 7 r 


1 - .r + 9 - i-c + 

_ * 7 I 1\ ; ■ TTJT / 1 , 1 I > 

- ' ^ « -I- i ” 6 ~ (nTT opi .i.' jyi* “I" 


THEOREMA III 

27. Si huhcantur hac dime series: 


__ .r ^ I 


1 *1 


16 


7 + etc. 


V = i ^ _L ^ ■*• 

x 4 9'^ ~ 1 G ’ 


+ ctc. 


X+Y~^- + \{lx)\ 



loco .1' ftcribondo erit 


iiincque adclendo 


Af/ 

J X I -[-.v; 




iibi constaus ox casu 3^ = 1 faciilimo (lo/initm-. Quia oniin Ik 
X qnain orit coustans idooqiio 




COBOL LA RIUM J 


>■ Quodsi ergo pro a- umucrus (|iiinitui,ivis miigmis iiccipiii 
tbooreinatis summa seriei A', quae nuixiuK! o,4 divorgoiiH, lUcilli: 
cum rcducatur ad seriem y, q„ae eo itiagis eal convorgoiiH, ipr 


COROLLARIDM II 

29. Nunc vero ope theoreinatie secundi series 


rcdiicitur ad hanc for 


y _ i. I ^ 

X “r (^-^3 (5tc. 


mam; 


r=, ^ t 1 


■’'9(^4- I):' -I- 


'i ‘ V r I \a; + 1 ' .j (x -} 1)- * !j(.i- -(- 1)^ 

[' ox})i'(;.ssio cum suporioi’i ^ 26 e^^rogio coiivoiiii-, (^tiia e.st. 

ovolvojiU facile ?)iitobit. 


-I- etc.) , 


THEOREMA IV 

60. Si liahcantvr hue series: 


X , X , r' 


-I- .'c -f y == t 

I — if j 1 — X 

X + Y=^^--rix-ly. 

oustratio manifosta est ex § 16. 


enlc 


COUOLLARIUM I 

61. llic iiiornm, ufc supra, obsorvandum ost siimmas hanim soricrum fieri 
pnavias, sinuilac lifcterae .r ot ^ iinitatom supevaverinfc. At si luorit a;<l, 
semper alia series oiusdom fonnae oxhiberi ijotesfc, ciiiu.s sumina ab ilia 
Icat. Jta si fuorifc x= , eril . At si x prope ad unitatem ao 

l, velufci altora series, V, iiiirxime convergot. 


biimvS hniusinodi series inter so compavare licot. Ad quod 
quows [heoreinii spocialc siibiunganuis, (pual douuun per 1 
hages ynin adeptns, quod aiitem nunc satis coimiiode ex pr 
reinatibus dodiici potest. 


cf 


THEOREMA SPECIALE 

33. Si habcautur hm series sihi affincs: 

“ rs + !) 's’ + 25^- + 

" I'^a + 4 A + !I *:)» + 


tnm eri( 




DEMONSTKATIO 

Cum Gx theoremate prime, sumto x ^ ?/=.>, sit 


haec series sequenti modo resoluta vepraesoutari potosfe; 

^ (l -’'2 + 9 .V + 2^2‘ + - 1 (l'^ - i .li + .J-j. - Otc 


Nunc voi’o per theorema lY, aurato x=- -~ ai y = ^ hab 


tionem : 

T ^ + 0 ^ + 2^i^ + “ T - f 43 - ^3 - -i3, 


ulo voro cx thodroniaic seciiiulo, sumto a; = 2 oi erit 


' _ . j- . 

•‘J I • 2 ''^ ' ()- 2 '‘ 1 () 




stituantur iam lii valores loco ilhirum soricnun, ac [)r() pavto sinislr 
libit 


••rn’ 

V 


■)! 


> _ {12)\ 
12 2 ' ^ 


0 coucliulimua fore 


J(/|y+ \(l2f 




'6A. Quoinddocunqao aul-oni thooroiiiata Inc daia inioi' so coinbiiuailuv 
alia relatio inior biiias luiiusmodi scries olici potest, inulio niinuR siutuir 
) oiusinocli series siinpliccs ornero licet, quaruni snninia absolute oxhiber 
at, praetor casus iam indlcat.os, quos igifcur hie coniimctiin ob oculos po- 
ms. 


1 + 

1 

■1 

+ ’9 

1 

IG 

+ 

1 

2fi 

-|- etc. 

nil 

'g 

I - 

1 

r 

+ 9 ” 

1 

16 

H- 

1 

25 

— etc. 

:c;t 
“ 12 


1 

+ + 

1 

-h 

1 

-\- etc. 

Zit 


1-2 

9 • 2“ 

16 • 2* 

12 


1 

+ i + 

1 

+ 

1 

d’O 

-|- etc. 

zn 

8 


I 
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I’ractcrea vcro adiungi potosfc adhuc istra series: 


« 1 . !!! - 1 - ^ + otc. = - ' (la 

1 ^ 9 ^ 25 19 ' JG I ^ 


existentc « «= K2 ~ 1. 

(,)aniiquaiii autem in line sorie valor ipsiiis a sit 
qiiaevis potestus :seoi\sini evoUd del^ovo videatur, iaino] 
sehein recurrcntcm constitmint, in qua (iiiilihct (.(irniiiii 
dentes defiiiiri potesl; opo huius Cormnlao; 


cuius veritas indo olucet, quod ait, per a“ dividondo, «' == 
1/2-1, erifc rt^-=:j-2l/2 cl fl‘ = 17-12l/2, unde 


3BSERVi\TrONES CIRCA ERACTIONES CONl'INUAf 
]N ifAC EORlVIA GONTENTAS') 




I H- 


» -f- 1 


2 + 


« 4- 2 


;i + 


n -h A 
4 -I- ole; 


Conventui oxhibita dio 18. Noveiuluis 177 9 


Coimnontfttio 7‘I2 iiulicis lUKKS'moioMiANi 

Muinoiros do rnoaeUinio di'S sciouc.os d<* Sl.-PeLor.sbonvg 4 (IHI l), IHlIf, p. ny 7A 

1. Cum i)lui'(iy jidhiic invenUo siiit motUodi ad fractioiiea cuiitiuinis d 
Liiojidi (^aruiiKiuc viciyyim valorns Jissigiiandi, mill.a tanion enriiiu itu c 
n})araUi, cuius Ojjc valovca eaviiiu tVactionnm coiiLinuuruni, quae in li 
’lua sunt contontae, investigari qucaiit miico cfisn oxcopio, quo n=\. M 
ni onini a mo iam oliin^) iatius Ibnrme 

1 


3 

4 -p otc. 

1) Conrcvbac oum dissci-Laliono Commontationos 71, 123, 622, 653, 69:1, GIG, 745, 750 noon 
■odxiclmmn in anahjsin infinitomm, Lausaiinao 17-18, t. 1 cap. XVIU, LKo.vifAnor Jduj.Kui Ope 
i!a vol. In p. 187 ot 291 ; vol. lio p. 311, 400 ot 661; vol. lie p, 3 1; vol. Ii«’-’ p. 178 el. p. 2B 

Is p. 362. U. 11. 

2) Vide Ooimiioiilalionos supra lawclat-as 522, 663, 593 volnmiius lie, imprimis p. 33 
i ot 686. C. B. 


luUu) |) 0 r ruu»MM*(js niluninlrM i‘\|iiniii unral 
rtU|)(M‘ lum iii'i'iiiiH'iilo, fjiia isJa.M Miiniiia’. him 
dotin' ad lianc d(Md-i'inai)i Miiinini uiu 


2. Quo indoloni liiiiiia lonnai' iicciinil iii'- 
btiK roi'iiiiilis siiiti 


.S' 


M .1 ■ 


It I I 


:• I //' 


/; 

(' 


II I '.! 

.1 - I ‘ 

» i a 

I n 


ox quilniH vif.iHHim Khc|UonlpM tlniviinl ni ; 






I) 


I! 


( ' 


■ •{r 


irinc, iani facile- imlnl. Mi-min-r i-v.,- 


II. 


i(<ia 111! It f-ii 

'Ml. jdiii iiinii 
•I Ilfi mIi'III 

[x I ■’] iilai I Ik 


M : 

a 


( 


1 


I 


qiii est valde 


iiuii in prima formula loco A scribatnr valor 
, turn fractio j ^ ^ uinuH parva idoocine erit 


.S’, 


1 + t- 


si VO erit S 


'2n 

It 2 


nodo circa scquoutes formulas ratiociiiando fiot; 


A > 

32 -[- L 

OJ. " 

“ ^ ii 

HI VO 

yi > 

3 (li q- 1 ) 

It I- ’« ’ 

ir> 

H + L- 

3 + '^;-^ 

sivc 

Ii> 

■1 (n + *2) 
n -'r'ifi ’ 

c> 

32 -P 3 

r; "±^ 

.sivo 

c> 

5 [n + 3) 
n -h 2 '1 ’ 

o> 

n + -1 

r j. ” + ^ 

5-b 

aivc 

B> 

0 (h + -0 
it -f- 35 


etc. 




icL auteiii has formulas conspecUii clarius cxpoiii. 

Tabula I . 'Pabula li 


s = 

n 

1 -h A 1 

yi = 

n 

'S 

_ 1 j 

1- ; i 

1 .S'> 

A=^. 

32+1 

2 -1- Ji 

1 


n + [ 
A 

-2 ' 

i 

1 .'!> 

i 

/>' = 

n -1- 2 

3+'0 1 

6'- 

/2 + 2 
~}F~ 

a 

! 

1 /)*> 

C = 

32 + 3 1 

■l + f) 

' v = 

n + 3 
C~ 

-4 


C'> 

.0 = 

n + 1 
5~+ A’ 1 

! 

32 + ■[ 

~~t) 

-5 

J)<” + ' 

1 i 



3i H- 5 ' 
6 + F i 

F = 

n + 5 

";r‘ 

— G 

! 

6 

! F> 


32 + 6 ; 

7‘+ G 

G-^~- 

n -i- fi 
~F 

- 7 1 

1 7,’ < ” + ^ ! 

7 

1 F> 


+ 1 
a » 


It + a 

:-i(n -I- 1) 
h' -t- 8 ' 

■l_{u ±_2) 

n + 15 

5 (ii -I- ^ 

V+ 2-J~ 

6(32 q- 1) 

n -|- 35 

7 (w + 3) 
h'-I' ‘18 

8 {h + 0) 
32 -]- 63 



([lit' eoruin aiiqms extra iimires in sucmiufi. launi.i as.-MyiLu-un 
orifc signuni valorem assiimtuiii esse lalsum iileoqiin vol iiiiiiiH m; 
nimi.s parviiiii; lioiMpte niodo pliircs pro S valoro.s fingondo conLiii 
ad veriiin valorem acccdorc licebit. Ills Igiiair (ibHorvaiiotiibns i 
ipiosdaiii casus simplicioros evolvendos. 


EVOLllTIO CASUS, QUO n-2 IDEOQUU 


^ 5 q- otc. 


Pro hoc igifcur casu limitcs 

onmL 

s<| 

fit 


^<1 

ei, 


^<1 

et 



eii 


^<1 

et 



etc. 



Siimamus igitur 1 atqiie, al iucle aequentiiim littoranini vaU 
cantnr, reperiemus 

= = c'=.l, /J=.lotc., 


<|iii vnlurcM (‘Mill oiiiiKiH ijil.ni. ImiiicH ciiihuil, ul CMflaiin I'sl. 

valorem assuniliiiH >S' voril-al-i crssij ronsniilaiKHiiu, (|I1 ik 1 (|iii(lnm 1; 
ipHjt ronmi |i(M‘sj)i(;oi'{^ ric.iiKssoi.-. 


KVOhirnO (5|\S(IS, quo ;/ 


i<:t 


.S' 




1 


1 


I 


M 



7 

I I'lo. 


(i. Hoc orpM) ciiHU iimil.rn iKml.ri oruni 




I ■ ** 

.1 .V , 


//. 


a ’ 


n 


:n> 

IK ' 


r/.' 


I'l 

I ' 


{f 




D- 


V 

6 ’ 


J),- 


:iH 


olc^ 


Him: iiim Hliil-im palol, mm chsm ,S*. i>; (urol, ciiini J • I, (pioil o.\c 

Sunil, (I iS' (ii. ,1 1, qiri vaUu* rl-iaiii rxira limilus radii.. SumaLir 

-S' ■ ('i. prodilHl, .1 J, i|ui viiltu* iiini iidra liniiloH radii.; him; ri 

f, (I /f 7 /, H ,, u m I 1 

/>’.,(• ■ i, * <-i('.. (pii valorcs rum omne 

il II I K II ■ 

limil.oM ])ni(‘.si;ripl OH radiiMl, lua; rni'liiiu ohI. Hif>mim liuiu.s IVm l ioiiiK co 
pro|K)sil!io vcniin valorem chhi' S -• ■ 


7. (!onnnodo liir uku vriiil, iiL oiuiush \-ulor('H litUn-ainim .S', A, 
!> (^tr. muniresl.o oi-diuo hc; iu.suqiiaiiLur, .srilicid. i'j > J , ^ utr., i 


Jilt progrossio ni-itlniieticfi, emus (UnovenMac pruiiju; sun.- ..uuni., 
coiichidoro licet etiam pro relicpiis casibus oiiisinodi viilonis ih'o 
A, B, C, 1) oic. protUre tiobero, qui ditibrontiis eoiUinuo Humtimlis 
dithM'ontias evaueseentes perducaut Hoc obsorviito rcliiHiuaiiiiis ip 
valorem imlelinitum indeque compiitenius valoms soiiumildiini liitor 


:i-.S „ 6.S-6 f, ‘A^-nS 

~ - 3- 5 ’ " <bS-(5 


l‘J8.S' - U>H 
2H.S’ 


lain termini hanim tract, iomuii, scilicet, douomimifcm-os, in iiac stn 
diuntur: 

1 . S, 3 ~ S, 65- 6, 33 - 2:\S, mS - HJH etc. 

tJinc oriint 

Diiterentiac primae 5—1, 3 — 25, 75— !*, 39 — 21)5, I;)I5 
Ditfereiitiae sccundac 4 — 35, 95—12, d8 — 365, 1805 

Uift'erentiae tertiae 125— 16, 60 — '1.65, 2165 


Hie statim patet diffcreiitias priinas non evanoscoro, quia ox iis nilii 
prodivent diversi valoves pro 5 aequenles 1, etc. i\{. vt-r 

rentiae aeciindao iiihilo taequentur, oiiinos praclioiii: 5— , (pieni 

lorem dilFerontiac tertiae et seqncntcs nihilo aciiiiatae proOuc.init, 5- 
esse possumus rovera fore 5=-g- 


EYOLTJTIO CASUS, QUO E'l' 


5--- 




^ A 'h ok. 


8. Hie statim adliiboamus metbodum mode ante oxpoBitam ei 
indefinito 5 colligimus valores litterarum A, B, C, I) etc., cpii erii 


II 12 I inoi.s' 
ir>7.s*- ‘.mk 


a;. 


die. 


iiiiM (.(‘riuiiii luiruiH roniiutai'uut in dispoiiiUiUir dt ''.(inlinnci dill'i 

diijiiual 111', III. H(M(iiii.ur: 




I. 

1 

IS 


•IS 

•JV-s, 

IdVS 

L>-IH 

1 ). 

1 . 

.S 1. 

1 '.IS, 

HS 


fit; 

;u.s', 

ISIS' 


i). 

11 . 


:> :\s. 

U)S- 

HI. 

(is 

■rj.s, 

;!is,s’ 

rifl'd 

1 ). 

III. 



i;t.s 


SI 


‘JIIOS 

■I'jn 

)). 

IV. 





lo:* 

CfoS, 


dOl 


dl-*.. 


llii' Hiuliiii ])(M'M|iii'inini c.si. nciiiir clitVarniil ins |iriiiiaH iii'i|ii(' scr.innlin- 
Hul isl'ncrvd, quin ux iin uihiln msjnnlis ilivnvni Vllluvd^i )nn S rssuul. ]>r 
al. vuni vlilU'nMiliut' lurlini' uiutiuH dunl- S ".j. qui urf'u pvu vi'ni vnlo 
Inuus raul.imuu' |U'u|U)rtilno. ns(. Iiulunuius. 


H. <Jiio nnli’in <lr Inn- n'rliorcs rr(|<liiiimi\ i'X|il(>n'iiiiiH isl.iiin viil( 
pur DK^i.liudiiiM {ii'iiiH) iudirsiinni iMiqin^ <'(Mii|ni(i‘iniis su(|uuiili'.s vulo 
Hur.uiidm* i'(dii)i)]inu prininu (iilnilnn sunuMidu n ■■ -1. iii. si'qiiiUir: 


// 


‘W 


r 


r»7 


I) 


7;i 




II] 

VM 


uli;., 


4ui vnluiuH nium's iuirn liiuilnn iu 1-jvlnila WM.undn dnius rnduvi' du.]>ruhuu 
1 ‘vh<'(a'Vuj\ V('r<i u;^v(*p;imu (uvliuoni pnij^ruKnitmis iutur ku stirvaul, r»mi 
l.ni'iuiiii iTuHj-juit Hucuiidum jli/IoroiiUas H, id, ll*, 1<1, ((> etc., ({u;iu 
tiiuiii'id ('(nil.iiuiu crcsniuif.; nimi nonirn (piilil)ul alii vidorcN pro -S’ n.s.si 
valor<‘H absiii'doH <l(‘rlMc<'ruiil-, qni uiox uxlrn limilc^s (irncscn’ipl.os cx'l.niriif^; 


Ml 


1,1 n-. II Mini Km i.ri Opi-i.i uniiiin lir,'’ ('oiiiiilMfilalii-iiOH amihli-M-- 





0 


7 

a 4- 


8 

•I -f otc . 


10. Appliceimis hie otiftin niothodniii anl-o usibalain, < 
(jiieiite.s valores: 





hS - 10 

’ 




fi5 - ;j I .S 

87s'- id ’ 


2285 - I 210. S' 
188 6’- 340 


ok. 



jam termini haruni fractiouum in sericni Oisponantuv ct diil 
sumantur hoc niodo; 


1, S, 5 - S, 86 - H), 05-316, 1886- 3-iO, ; 

I). J. 6-1, 5-26, 96—15, 75-396, 2196-405, : 

I). II. 0-36, 116-20, 90 — 486, 2586-480, , 

D. Hi. 146--2(;, 110- 596, 300, S' — 570, 1 

I^- IV. 13(1 — 736, 3(;r)6— OBO, ■ 

otc. 


11. llinc diftcveiitiae tevtiao nondiim nogotinin condciii 
rentur diversi valoves pro 6; al ex din’oreutiis laiarlis oniii 
valor 6==—, qui ergo est venis valor fractioiiis Oontinmui 
clinn primani mefchodiim oxplorare velinuis, ogrogi() omn lin 
convenire depreheudetnr. Casns autem iara ovoluti in ordit 


« »= 2 
6=1 


11 ■— 3 


n = 4 


6 =A 


6 =y 


18 


)( 

s 


{) 


lac 

'78 


MKTllom'S SKniNDA 

srM.MAS IIAUI!M Sl'lUIKIillM ^'0^^rI^■|rAlil'M l\^VI')S'l'I(JA\l)l 


III. '.humiina viiliiuuu \:ilnrr-. lillt'mnnn .S', J. //, /J iiif. soin)>or si'imui' 
|•r|l;lIll i{ii;iiiiliiiii lc;:rrii uriilcirniriii daiii lilli'i'iU' A, II, ('. If r.lr. 

.’.iiiiiliiiin I rai'i ioiiiini i'niifiiin;ii'iini vcl iiiio val iliioliiis vcl 
s v\\\ uifUil'M i 1 nmriil.u »ms rum sil 

fi , I n \ \ ■' 


nil ("H 'liiliiiini, <|iiui I'liiiiti nii'lin loiiiiiiin {irii[i();.ilii rclrn ('ntiliaii.nlit 
t'lu (i-.M-m niulnnurin sil r^f«'u(uni. Siu auti’m imslni liiuim imn irrailu 
mill inm'l iir, |M nili)iil ^ , i[(i.'iiii vni'finiis «, ihi ill sil. 


If 


11 


,s' 


I 


i iliioliiir. f'laililnt" ii'tro r'oiii iniii'Mlii.H, I'l'il 


n 

] 


I f> 




imili uhvn n-l roj,'.ns|i;umir. mimnsnmiur Jiuh luriimliiH: 


>1 



II 

•I I «) 


H l» 
.'■» -I f. 



nlc. 


I I liililiii Inii'Oifii''- f*- H 

at* 


siiniloin iniifonnitatis continuam doprelioiidi dcbon\ U(dr() i, 

idirimln».‘ continiientur, donee perveniatur ad iiiiincraLuroin =-- 0, 
li:ii)eKiiur tnlis fonna; 

0 

3 

- -i + 1 + 

A + 2 -f ' , 

— ^ -f a -j- oic. 


<(ua(; aiitein expressio, Gtiamsi numerator est =~- 0, idoo non o\ 

oensenda. quia f, venire potest, ut ctiani donominater ovaiioscitl 

iioc revera usu veiiit in nostris formis, quas siimuH porseniliiLuvi; 
ijritur erit 


0 A + 


I 


- / + H- 

— X + 3 


— A -|- I) -p ote. 


quae ergo fractio contioua si continuetur 
positain S, inde eiici potcrit valor ipsius S, 
usteudenius. 


usquo ad ipsani (dntiii 
id quod })ro siiimuliH 


M. Sit igitur 11 = 2, et Ibrnm Iractionis contiiiuaii rotro cii.tii, 

— 1 + 7r-A> 


ui 


o~S 


Z\L7T ^labit5=l, ut ante i 

onetiu haec aequatio; 


invonunus. Pro oasu 


0 = -2+ ^ 


- 1 -f 


2 


0 + 6' 


unde fib 


2 == 


1 


- 1 -I- 


2 

S 


idooquo S=^~, ut ante. Pro casn « = 4 habobimuH 


0 « - 3 H- 


i 



1 .j. 


3 

0 


g) j 

niidn fit *S'= “.j. Hie autom ealculus oxpedil.ius instituetiir, hi lilioi 
introduefcis a, fJy y utaniur; turn eiiiiii orit 0 =« — 4- )'• l^i’at autem 


Hie orgo orit 


undo fit 



2 1 
1 + e ’ - 2 -1- /3 ' 



Klcoquo 3 = - 


hinequo coUigitur 


sicquo taiidoin orit 




— 1 -h « 


13 3 

““7 " 5 ’ 


Hoc oi*go artificio ntiain in sequentibus 


15. Quo has opovationcs pro inaioribus nuiiioris n sublovonnis, 
inulis pro littoris «, /?, y, J* etc. ante assiiintis derivemus reciprocas. 
quaoiibot littera per praecedontem dofiihatur, quas utrasque formulas 
quenti tabolla exhibeainus: 



It - 2 

- 1 q- « 

' a = X 

+ “ 

- 2 

li 


H - ;i 

! = 

1 


■ ;! 

7 = 

' - 2 4 7^ 

_j- 

r 


II - .i 

, ;i . 

, 

- ,i 


- 3 q- 

4- 

(i 

£ 

n — 5 

- 4 + ^ 1 

<)■ = 4 ■ 

f" 

-- t3 


.. If- — 6 
’ “"- 6 +'£ 


/; - - 


)i — (’> 


c = G -I- 


H - 7 


I(!. Mm benefioio Iuiuih tahulao facilo mil, nnmos .■.iibiih 
A c primo qukleiu siimt-o h==1. qno cafiii (il, 


H -f- oto. 


viiletur lioi'i ,S’=0. cum turnon supra inmiimus osso .S'--. ' 

Mototur istum conclusionem non valero, si ctinm CiuTit r/ '-V)' 


1 ) IIKTIL C( . U, 

‘ -Nihi! vcro repugnat, quoin inns sit, ^ 

iioc casu locum liabot. ^ t -- 1 ’ I 


Pvogrcdianmr ergo ad reliquos casns; ac , 


sumto n^:2, ub 


2 -{- etc. 


liic li non est _ 0, nmnifesto orit 

invoninms. ^ 


\ hinequo -S'- i, 


Sit iam n = 3 ideoque 


S 


8 



2 - 1 - 


5 

3 q- etc. 


[■rii quia non ost ^^=0; hinc Gvgo regretliontlo orit 

« = 1 ot />* -- ■ 

3amU) porro a --4, quo casu evit. 




•J 



3 -f" ©tc. 


3nt /«=3, undo oriuiitur aequentcs valorcs: 


-I: 


Bit n — 5, quo casu lit 


ti^-= 2 + 

ff = 1 -)- 


1 

3 

2-3 

7 


7 

3 ’ 


1? 

7' 





3 4- 

2 'I- 


8 

•1 -(- ote. 


turn orib = 4, undo sequontos oriuntiir vulores: 


j/ = 3 + - 

*> . A 

^-2+ V 


13 

y 

34 

i'3 


> 


« = t 4- 


3 • 13 
34 


JS 

34 


6 ^ = 0 4 - 


4j 34 
73 


136 
73" ‘ 


nritque 


18. 


orit L = 


-Vu7ic ulteriiia progrcdiauiur ac pouaniuH ;/ =« (J, q 

j -j 

■o+i- 

4- (.tc. 

= 5, nude soqnentos oriuniur valoros: 


d* = 4 -j- 


1 

5 


y = :\ -I- 


2 ■ .0 
2L 

it ■ 21 
73 


— V: 

~ ‘5 
73 

‘21 ' 
209 

~ ' 73 ’ 


« -= I -h 


4 • 73 
209 


301 

209 


3 • 209 __ 

' .VUI ‘601 


Sit nunc « = 7 et 


.S’- 


i + 


8 


9 


2-I- - - 
3 4- 


10 

‘i clc. 


li, undo soqnentos oriinitnr valoros; 


6 = 5 + 
d = 4 q- 


i 

J 

2 ■ G 
31 


r 


3 + 


3 • 31 
i :-}6 


31 

T ’ 

i;j6 
3T ’ 
^01 
13 (S ' 


■1 • 13G ^ 

501 “ 501 


c = 1 + 


6 • 601 
'l64(i 


s 


0 + 


f) • IG'IG 
•1061 


40M 
1546’ 
9^76 
406”l ’ 


bit nunc n = « ofc 


... 

1 -h - 




10 


:J + etc. 


tuin orifc ?/ = 7, undo Hcqiieulcs oriuntur valox'es: 


b — '{- 


2 • 7 


rU= 4 


y=^l\ + 


o • ta 
220 

4 . 220 
104 /) 


^ = 2 + «-• = 
^ ^ 4051 

, 0 • 4061 
-13327 ^ 

7-13327 ^ 
‘‘ 37633 


■13 

~7 

220 

T;i' 

1045 

229 

4 051 
1045 

13327 

4051 

;n63:i 

13327 

93289 

37633 


20. llos iii.in vuloroK pro lifctora S invontn.s in onlinoin dispoiia.mua 
(^oniiTi progrossio taciiiim considorari possit, quos ergo .so(|nonti inodo n 
sontoinus: 


?? I 2 3 j 4 o 6 ' 7 , 8 etc. 

L j ' 

' ' 4 ' 21 ' 136 ' 1045 92711 ' 9328!) . 

I ^ 3 13 73 i 501 4054 I 37(533 ^ 

Inter lias antoin tVactiouos jirirno intuitu nulla cerfca lex I’ognaro vi< 
voruin rc attentius porponsa hand difficiiUcr quandam progrossiuuis 
obSGi’varo licet. Si cnim quomlibet nuniGratoreni cum suinma iminorato 


OivOMiAHiii Ei.’i.khi Oporiv oiiiniji 1/6* Coniinonlutiones annWlienn 


20 


21-3 (4 4- 3j - 3 • ■ 

13(3 = 4 (21+ 13)-=4- :M 

1043 = 5 (13G+ 73) -- 5- 20! 

0270 = () (1015+ 501)— ()■ 154r 
93-280 = 7(927(3 + 4051) = 7 ■ 13327 
etc. 

14-0 denoiniimtonbus autera hand ab.siinilis i-olal-iti 
libet .Mt siiuiina praecedcntis nuinenitoris ccrio niiiltip 
ijui ofdo sequcuti modo in oculos incuvcGt: 

3 = 1 + 2 • I = 1 -1 ■ 

13 =. 4 -i- 3 ■ 3 = 4 -I 

73 =^ 21 + 4 - 13 = 21 + 

501 == 130 4-5- 73= 130 j- i 

4051 = 1045 + (3 ■ 501 - 1045 -(- 3( 

37633 == 927(i + 7 ■ 4051 -- 027(; - I- 28! 

etc. 


21. Hinc ergo, si pro quolibot iniraoi-o n iiivonba 

g 

pro sequonte numero, » + 1, fieb 

^ _ »_ g] 

V-^nq 

cuius formulae opo ox quolibet caau sequous muito ox) 

quum per pvaocedeutain iiicthodum. Ita cum pro casu 
valor 

':17683 ’ 


seqiiL'ntG carfU u = d orit 


S'- _ 10-i737(; 

“ !)3280 4 B ■ :i7633 “ 394^53 

m quia Imnc oximia rcgnlu hacfcenus sola iaductioiie innit.itiir, (uus donion- 
ioncm in soqucnin articulo dabiiniis. Ante mtfcm (juam hoc avginnentum 
amua, obsoivas.so iiivabit posteriorcin coliimnain t.{ii)ubio 15) datao 
1 insigneni novani pi-opriobatom suppnclitan*. Si enim loco lilteiuvum 
y etc. eiiruu^ valores succcsaive substituanius, pvo S' novam fvacUonein 
nuani naiiciscomur, quae ita so habeb: 


S = 


n - 1 


I 4 



3 4 


3 

n ~ -I 

4 4 *’ 

it -|- ote. 


roi'inu sciHj)er abninipitur. undo o))(3i'uo protinni erit lianc transtorrna- 
m in soquenti tl\eovenuito ante oculoR posuisse. 


TH KORMMA 


22. Si fucrit 


iiiam semper 



n -f- 1 

3 q. 


H q- 3 
4 4 etc. 


S 


n — I 

o + «-A 

It — ;> 

^"^54 


Icm n fuerit Jiumcrus integer pmtivus, excepta unilate ob ratiomm supra 
'tarn. 

20 * 


!N SCMMAS riAUUM FRACTIONUM CONTINUAJtUM I 


2‘6. Si cvoUitioncs casiuim ante tnictatornni conUMuplnri 
tnus in fractionibus pro littcris a, (3, y etc. datiH invoi'^o 
niimevatorom dare denominiitorcjn sfiquontis; (prcin\ohvciu 
(.li.sponarnus jic (lillerontias tain priinas cjnani .sneundas nt- an 
mils. Ita pro casu « = 3 termini liarnui iVactiomnn al) u 
enint .sequentes: 

1, 2, 3, 4, 

D. 1. 1, 1. 1. 


Simili inoclo pro h = 4 liabebimus bos tenniuos; 

1, 3, 7, U 2J, 
*3. 1. % 4, G, S, 

II. 2, 2. 2. 

Casus voro k = 5 praebofc sequent schema: 

4, 13, ;u, 73, 

I^- I- 3, n, 21, 3f), (kI. 
13. II. G, 12, IK, 24, 

13. Ul. (i, G, G. 


Casus pono » = G dat sequens schcnifi: 


D. I. 
13. II. 

a nr. 
a IV. 


U b, 21, 73, 20!), r,04. 1047), 

4, 16, 52, 13(1, 232, 544, 

12, 36, 34, 252, 

24. 48, 72, no, 

24, 24, 24. 


casii -n = 7 habobimus 


I, 0, ai, 136, 501, 1546, 4051. 9276, 

1). 1. 5, 25, 105. ‘(65, 10-15. 2505, 5225, 

Jl. [1. 20, 80, 260, 680, 1460, 2720, 

U. III. GO, 180. 420, 780, I2G0, 

1). IV. 120, 240, 300. 480, 

I). V. 120, 120. 120. 


s deiiiquo ?< = 8 dafc sequons schema.: 


\). J. 
J). iJ. 
D. Ill 
D. IV. 
D. V. 
D. VJ. 


43, 

, 229, 

1045, 

4051, 

13327, 37633, 03289^ 

16, 

186, 

810, 

3006, 

9276, 24306, 55656, 


30, 150, 630. 2190, 6270, 15030, 31350, 

120, 480, IbliO, 4080, 87(10, 16320, 

360, 1080, 2520, 4680, 7560, 

720, 1440, 2160, 2880, 

720, 720. 720. 


24. Coiisidoratio lioriini cayLuim nobis sequonles concUisiones suppcditat: 

1". (juia oinne.s hi casus Uindeni ud diirorentias conslautes perducunt, 
discimus omiics isUis aovics esae algebvaicaa, qiiarum acilicet tovminus 
ralis algebrnico cxbibori qucafc. 

2^ Porro ctiain vidcmus diffevontias constantoa constitnere progvossionoiii 
rgeomelricam, scilicet 

1, 2, 6, 24, 120, 720 eic. 

3^ Coustab auteiu tonninos generales ciuusque progrossionis ex torrninis 
is siiigularum differcntiavum formari, qui ergo termini primi so Uabent 
^quoiis tabella indicat; 


n = 5 

1, 3, 

b. 

«. 




« = fi ■ 

It 

12. 

24, 

24, 



« = 7 

1. 5, 

20, 

(iO, 

120, 

120, 


H = 8 

1, 3, 

30, 

120, 

3f;o, 

720, 

720, 




etc. 




Kvidous autem cst banc postvomam 

soriem 

hoc 

uiodo 

ropr 

1 , (i, i> • 5, 6*5 

■4. 

(; • 5 • 

4 • 3, 

(J ■ 

5 ■ 4 ■ 3 

i> 

' • 


4". Cum istfi proo^ressio I’oferatiir ad casuiii n ^ S, Iiii 
licet in genero teniiinos prinios tnm ijjRins sorioi ({inini ipsn 
lianc constiUitnros ossc progrcssiouuni; 

1. » — 2, f-« -- 2 )(h — ‘i), fj/ — 2) f-w — ;})(?/ - 

a"*. Deiudc vero ex doctrina prngres.sioiiiini conslaf. t(i 
ciiiusciue aeriei reperiri, si, maiiciite tonnino ipsiiiH aorioi 
difrerentiaruD) tenuiims primus multiplicotur p(*r x, hocuii 
ventianini per terfciarain per (,|^ it-i ,Kn 

generidis pro nostro casii hoc mudo oxpriinetnr: 

1 + (» - ^}x + (« - 2; (« - -^4 („ - 2) (« - ;i) (« - 4) * ^ 

unde sinuto a; == 1 oritur terniiiuis seciindiis v — I; at si 
luimeii 2, 3, 4 etc., orientur termini toiiius, (piartus, qiiini 
autem iiaec pro singulis casibus ovolvore. 

25. Hinc ergo si luevit ti = 2, terminus genoralis orit 
tenniniis goneralis erit 1 + a;. Hoc autem casu ipsa seri( 
ubi patefc sumto re = 3 prodirc terrainum ultimum 4, (jui 


(Uvisiis (lat valortsm ipsius S=^. Sunuitur nuuc = ofc soriei 1, 3 
21 erit tei-mimus goneniUs 


= 1 “h -p x(x — I) = 1 -p it T" :VX, 


utulo fiurato a: = 4 prodifc terminus uiUnuia =«21, qui per praeccden 
2 1 

divisus dat nunc « = 5; et progrossionis 1, 4, 13, 34, 

tonninus goneralis crit 




undo sinulo ;r ^ 3 oritur iiUiiiius terminus I3(), qui pcjr pi'iuiltimiiin 
dui: valoiem ipsiua S. Simili modo suuito j( = t', seriei I, n, 21, T3, 2' 
1045 lorjJiImiH gnuieralis orit 


I. -P4.r -P 


— I ) 
1-2 


P 4- 


,a;(.r— l)(.r — 2i 


1 • 2 • :j 


- 1 - 4 • 3 • 2 


1 


qui positi) pniob(‘t lennininn ultiuiuin at posito ./• = 5 pcnul 

quonun ilio p(!r hunc divisus pracbet valorem ipsiius S. 


21). thioniain nutoiii hie tanUnu ngiUiv do tennino ultimo et pei 
horitm tonninornin ibrinatu pro casu v = (! accuratius perpondamus. 
igitiir :r — 5 orit t.ormiiiu.s pomiltiinus 


t + 'l-o + 4.3q;^ + .).3.24^ + 4.3.2.1.pp|i^ 


at Hiinitu x --- G habcbitur terminus ultinuis 


1 + 4.G + 4. :!d4 + 4.3.2qi;;; + 4-3-2- l 


G ■ f) • 4 


G • 5 • 4 • 3 


unde, si pro hoc casu ponatiir S=~ ct denominatores ad prioies 
roforantur, erit 

^_l_j„4.(i + 6.6*5-p4-fi-5-4 + l- 6- 5- 4-3. 


ubi Gvidona oat. (;o/^r/i(‘,ionl.nH priiiri'M ex iM)ii'!ilul)' i|iiiirlu bitinm 


37. Ill omnibii.s igi(,iir ciiMihHa upliinn .■iiii'i'r.vMi rn.H'lifini 
bus iil)t potorinina rl;, (inoniiini pro vnlniv poitoriili >i iiM, 

aunli doautnondi, mdiniiiisHn iiivabir ini' olim'i 1 ,,im nn-l'ii 
niodo oxproaaiaaii: 


ut 



U ■ ■ 'J 1 1 

M ■■ ■ ‘J 

1 , 

1 1 

. 

! i 


. 1 r 1 

~ 1 

* 1 ;i 1 

• 1 

( 

1 

■ .dr, 

J 

III-. 

jiiiofioniiH, 

.S'- , ' 

1', “lil. 




.I. 

I M • 5,1 

1. 1 1"' 

l-l" 

I 

ii ] 

*' a ( ;/ 

hd ! 

n 

; 

1 0 : n 


1 

•r 1 






M. 

’ « ( « 

li(/v 

3) (li 

:i 

1 ! «dc. 


. >1 j 

1 ■ 1 1 ” 

n ■! 1'' ^ 

' I 1 

(;; 

1 }}» 


1 « 

•1 J 







1 

Ijif/ ; 



t 'dr. 


Ita (31 Cuorit „ 7 , |||„,, 


Gt 


-iaios jgitnr oxprosaionoH iid 


‘JUOHVIH .•UHIIM IhrilM appliranfur. 


0 ^o*Oor Ooinmonlalioiiom r»7i». / . . 

Notandum o«t Ooi,,montationi.H 7'"' '■- 

P. 3 vohnmma Im admafam. o. |J. 'ih.iIm ,„n , ... v 


28. Quodsi iam iatac forimilae pro p et y iiivcntae accuratius perpcn- 
-ur ot cum seqiiente cnsu » -j- 1. pro quo sit 6'= y- ideoquu 


= 1 -f- 


n — 1 
. ~T'j 


1)„ P' 1) _j- 


etc. 


// = 1 -I- ^ u (n — 1) + “ 11 (n — 1) {n — 2) + etc. 


paroutiii’, baud ditTicultor indo doduci poterit insij^^Dis ilia rolatio, qiiatn 
auto [§ 21] ill medium attulimus, scilicet semper esse 

p =» np -}- nq 

q= p -\-nq, 

) proprietas oo magiy ost uotatii digiia, quod cius opo ex quoiibet casu 
cna lacillime derivari polesi;, quemadmodum iam in praocodento articulo 
ostensum. 


losBARU! EvjLtRi Opertt oratiia la* Commeutuliones analyticae 
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DE SERIE MAXIMl!] aiEMORABILl Q 
BmOMIALIS QUAECUiNQUE EXPH 


Convontiii oxlilbita die 20. Docornbris 177 


Gomnientatio 7‘IB indicia 

Mdraoires do I'acaddniio dos ficionccs ilc St.-Pdlcrsbourg •! (18 


1. Memini mo oliin vidisso sorioin pvovsus sin 
biuomiali (l + x)", quae abivimpcbatAU’ pvo casibvm, 
fcam uumai’ua integer po.sit.ivus quam uegativus. Quia 
ampiius rccordabar, cam soqueuti modo sum [)(n*sci’U 
abnmipi debet, sive n fuorit nuniorus integer positiv 
sub hac forma ropraesento : 

(1 -1- a;)" = yl -h n /J -p n [n — 1) C -1- (i;. -p L) 
+ (?! -f 1) )( (w — 1 ) (« — 2) i'v -P q- 2) • ■ ■ (« — 2) h’ -p (n 

2. Ilac forma genoraii cousUtnla littoras yl, 
minemvm, ui casibus, quibus pvo n- uiuuovus integer si 
tivus assumitur, satisfiafc; unde casus simpUcioros sequen 

Si n = 0, orifc 1 = yl, 

Si n = 1, crit 1 -f a: = yl -1- B, 

Si « = — 1, evit =yt-— B -\- 2C, 

Si 2 , orit (I -p a:)'’- ^ q- -p 2 6'q- 67^, 

Si m = _2, erit = yt — 27? q- GC— GJ)-\- 


Si M= 3, erit (1 -fa:)' =yl + 3i?+ 6(7-f24i?-f 24/V-f 120/i', 

Si « = -3, ei'ifc — 3i?-f 126' — 24./J-f 120i? — 120F-f 720 

Si n 4, erit (1 -f a;)‘ = ^ -f 4 J? -f 12 C-f GOi) -f 120 -f 720 F -f 720 

-f mo JI, 

Si )/ = -4, crit = + G0ii + 360i?— 720J''-f 5040 

— 5040// -f 40320/ 

etc. 


3. Iain resohitio harum aoquationmii pro litteris A, C, D etc. 
quentcs nobis praobot valores: 


1. A= 1, 

2. /? == a; . 

sex 


a 2 6' = 


4. (il) = 


i -f 




3 +a;’ 


5. 24/1: 


(1 -I- 


6. 120/'’ = , 


a:* 


(1 'I- a;) 


a» 


7. 7206? 




etc. 


4. Lex, qna hi valores ordino progrediuntur, satis est manifesta, i 
quilibet terminus prodit, si praecedens vel per sc vel per muHiplicc 
Quo obsorvato series quacsita sequeiiti forma expressa reperiotur: 




{n 4- l)H(n — l) re® 


1 -iJ-S 


1 4- re 


+ 


(« -h 1) 


_(« - 2) 
4 


rg* , (n 4- 2)_ 
(1 -f ar)* ' f 


5 


2 ) 


(1 -f xy 


+ 


(m 4 2) • • ■ (« — 3) x 


•4 -j --- , — va -f etc.; 

6 (1 4- re)* ' ’ 


21 * 


ct distingujunus tenniuos ordine pares ab iniparibus, ui- S(!ri(’n 


obtinenmus, eiitquc 

1 . - 1 ) ,* . (« + 1 ) ■ ■ ■ ('' a) . 5) ■ ■ (a - 

1.0- I-. -4 i- -(i 

/ , (J 2 *{• l)«l« — I) 2 , (a -1- 2) •• (a — li) , . 


( 1 + 0 ;)" = 


atquo ob inaignem ordineni, quo fceYiuini utviusqwt' acrioi proeodi 
tuto concludevo licet, eas esse veritati couscntivucas. (iiiouiaiu \ 
per solain inductionem est couclusa, uti(pio vigidioro doiiiuusla’a 
quaiu iam sum iuvestigaturus. 


f). Interim tamen statim ensus inoinorabilis ho oilcrl-, quo 
seriei egregio coufirniatiir, scilicet si exponons u Blatuutur inli 
simiil vei’O x infinite parviira, ita tamoii ut productiini ■)i:c sit qii 
puta a; turn cniin constat osso 



Hoc autem casu series iuventa sequentem induct fonniun: 


c- = 1 _f_ « _p .*i!. ^ _ Jtl _ _i . »' , , 


quae series, ut cuique constat, voritati est cousentanoa. 


0. Ut iiutein in (lemoustrationem completuiu iuquivnmus, q 


XX 

1 + a; 


zz, 


}i;inc IVacUonom tollcDclani .statimmua ^•■=2;/, ufc fiat 


= + I, 

cquo fit- 

I -I- -= i + + "^vVyy + 1 ■= 1?/ + 1^1 4- yyf, 

ut potostas noHt.ra proposila cvadat 

(?/ + V\ + yyY”. 

a igitiu* iata foi'iuula y + V\ -\^ yy freqiicutisshnc occuvrct, brovitatis gratia 
amns 

If + yi + yy = 

potostas ovolvonda sit r”. 


7. Cum igitur ista potostas v®" aequotur binis soriebns supra exhibitis, 
])riore statuamus 




(n — 2) 4 , (n 4 2) • • • (M — 8) fi , . 

4 1 • • • o 


altora veto statuamus 

+ a;/ + +4 -1” -■ + etc,, 

0 1 • 2 • 0 i ' • ' o 

t = + (« + i) 4‘4-1),»+ (’L+.4-4LtJ)/+ otc, 

1 • 2 • O 1 • • • 0 


lat 


0 scries praecedenti magis est asaimilata. Hinc igitur habebimus 



liabebimus 


* = 2yy + 2y n -\-yy = 2yv, 

X 

et aequafcio nostra iam erit 

Ufc nunc hanc aeqiiationem per diffnroniiaiionoin tracteuiiis, 

yi+y.v y\-\-yy 

Vicissim auLem y per v ita exprimitur, ut sit 


hincque porro 


y = 


vv — i 

Tw 


y i - I- yy =r. 


V V J 

2v 


Turn vero cliffcreutiaudo erit 


ov(vv^ 1 ) 
'' 2vo ’ 


qui valor Ggregio convenil cum go, quom praccedons formi 
praeberet, imdc fit 

% ==l!iyi + 2,2^ + 1). 

y 2vv 


9. Cum iam potestas nostra u’” aequctur duabus aoriol 
eiam per s alteram per tv ilenotavimus, notassc hie iuvabit 
s, complecti terminos rationales, alteram vero terminos omn, 

^habeaLir*' suman: 


umtis diftbroiitialibus orit 


2»a_y os -^ vdt + tdv 

V ^ 8~^lv 

1 autoiii Hil 

v = y-\-V\ -\-yy 


+ yy 


I hue snbKtiiuliono oriotnv Imec aoquatio: 


t + ^^0 “b yy) -i' tydy + toyVjyVyy^ 

V^^- yy {s -i- ty + tyi ~\r yy)V\ -\- yy 


sublatij^ fractionibua hauc iuduet formam : 

’'^nsdy “I" '^nlydy + 2ntdy Vi + yy 
= d6 V\ - 1 - yy -h y^t V 1 + yy + + 2^2/) + tydy + t By Vi H- yy , 

I sGOrsim acquando partes rationalos et irrationales nascimtur hae duae 
ationes ; 

I. 2ns3y + (2« — V)iydy == dt 
U. {2n~\)tdy = 88-irydt. 


10. (Jt liarum aequatiouuni prior siuiplicior reddatur, ab ea subtrahatur 
?rior per y mulfciplicata, ehisquc loco prodibit ista: 

2nsBy = — yds. 

•a aeqiiatio cum liac combinauda erit 

(2n — i)tSy = + ydi. 

v'ideamus, an ex his duabus aeqiiationibns pro litteris s ofc / easdem 
s derivare queamus, quas supra per inductionem clicuimus. Quoniain 


'lnsdz^2dt~- zds. 


11. IWiH., „„„c ex his dmihus uequatioiubus „li,„i„, 
I 0 facto pmlirct acquatio diffeveutialis sec.muli gradus i„ 

IUO(]0 o ^ J»cquatio pi-odirot iui,or / H 

lies pro / denvari posset; voniiu inullu hciliii- 

Po^-Vnt. ‘l*:! 

ogamus sequentcs scries inrlofinitua; 

S=l+ + (7/ _j_ _j_ y,^,u 


^“'^^tituan.us prime in aoquationo 

(2h — 1); _ _ _2_5s _ 

uenti modo: ^'■®’ 

1)/ =(2h — l)o:^_l_/2„_i^ 


nj 




4J 


Hic lain singulis paiiibus 
aoterminatioDOs: 


2 

iJ = !Lr_i, 

8 ‘ 



- 5;^ _ 

85 

-12C _ 

nihihiju 

lodc'tcfcift obtinei 




c=,”r._8 

6 

« — 6 

12 ^ 

3 0"®’ 

etc. 



18. Eodein inodo tractotur altora aeqiiatio, 


ins -L 


zas 
/ z 



r-s 


icia substitnfciouo aorieruin licfcarum supra dataruin fiet 

ins = in -b 2«7V+ etc., 

+ 47? + (iC -L ST) H-etc., 

— -~ic( — 6/'? — iQy — i/|j i^£ —etc. 


(pio (u-go /luunt soquontes deterrainationeB: 


a — n. 





etc. 


n H- 2 ,, 


^ 7-; 


14. Cuiu iiiino littorarum graocarum priiua ci’=n sit coguita, alteruatiin 
I su})orioros dotonniiiationes cousulendo sequontes valores reperientur: 


ft — 


^ ] ■ 2 ■ ;} ' 

V = t !! L ± 

^ 1 • • • .0 


yi , 


7 ? = 


(« - f - — i)(k — 2 ) 


1 • 2 • » • 4 
C = ( »+ ^)--- (« - 3 )^ 


A' =. (» 4- 8) ■ • • (« ^ ^ (n_+ • • • ()i^ '0 

1 ••• 7 ^ - 


etc. 


1 ••• 8 
etc. 


)ustratuin igitur nuuc ost legem progressionis, quam supra quasi divi- 
3 attulimus, cum veritato pevfecte consontiro. 


NUAHDi Eulbui Opova omnia lie'* CommealaUones unnljUcae 


‘22 


1 


(i -|-a;)"==i!'” -=s + 

qiiacstio hie omiii iittcntiouc digna occuvrit, (luiiuiiii prodituri si 
pro utraque littera s et t seorsim sumta, quain invcstigatioiuMU n 
probleniato sum susceptunis. 


PR013LEMA 

Proposing his duabus seriebus: 

s 1 + “fc ‘ 1) / + / -j- dc.., 

, „ J. (« -J)/ _|- (’L+ 2).- ■ ■ (« -■ .2) / .|_ dc. 

inyes^it/urc utriusquc sKiiimaiH. 


SOLUTIO 

16. Detevminatio harum duavum suminarum ropotouda ofit 
aequationibus differeiitialibns supra inventis, dinn loco z ot Bz S' 
ofc 2dy: 

(2W — Vji^y = d- ydl, 

2nsdy = dt~ yds. 

Hie quidem iteruin posset alterutra litlorarum s ct t oliiriinari, 
pervoniretur ad aoquationera differeutiiileni soenndi gradus; vcriini 
labovo suporsedevo potevimus. Utainuv scilicet tautuni aequationo 
form a relata: 

ds = %itdy — d ■ iy, 

cum qua combinemus aequationem principalem 

s -[- tv, 


5ue 

ds = ~d-tv=-=2nldy — d • (y. 

vcro 

d ■ Iv ~ 0 ■ ty == d • i{v ~ y) ^ d • iV^ yy 


10 habobimiis 


0 y ~]~y\ 4- yy. 


2 , 1 V-" -'3v=^ 2ntdil + dl Vi '+«!/ + ~-'0- , 

Vt + !iy 


iiequiiUo )ior V I -(- yy divisa clat 


voro cst 


dt -h 


^rcy M-.-. 

yl^-yy 


CIJ 6 0 

yi + yy w ' 

atio nostra orit 


2iiv^”'^cv 

Vi -hyy 


1 + y?/ y 


yj + yy 


niiiltiplicata por yy reddotmonibruin sinistriim integrabile, eritquo 

d ■ iv^’‘ /i + yy = 

! ovgo integralo orit 

iquenter babebimus 

I _ 

sVi + yy 


17. lam pro constanto (7, quia casu ?/ = 0 et v = 1 fieri dobct i — 0, 
C’— — 1, ita ut sit 


quo riubstituto rcperietur 


1/1 i ' 

Vi+yy= 


y8« _f, 

vv + 1 

Interim tainon etiiim videamus, quomocio acqiiatiouom (lillbvoiitii 
inoinoratiun ivartari oporteai 


ALIA SOLUTIO 

EX DIFEEHKNTIALIBUS SECUNDl GRADUS 


JWJTA 


18 . Cum uostrae binae aequationes diirorontialos sinb 

5 s — - 2Htdy — f) ■ I 
dt = 2nsdy -\- yds, 

erit ex piiorc 

s = tdy — iy, 

quibus valoribus in altera subsbitutis liot 

Bt = 4n7idy ftdy-~yd-ty, 

quae ovoluta dat 

dt = inndyfidy ~ tydy - yydt. 


19 . 


Ut hinc siguum summatorium toUamus, statuamus 



u, 


t 


du 


et dt=>- 


nt sit 


dcu 

By 


valoribus substitutis prodit 


don 

dy 


(1 


-I- Vy) d" ” A.nnudij, 


^ aeqnationoin pononilo 


it e 


Jpo’j 


du -- 

ddu = {dpdy -h ppdijdy)e‘^‘"’''^ 


ilVerentialia priina roduccro licet; erit cnim 

{dp -I- i}pcjy){i H- yy) pyay = ‘knudy 


dp -V ppdy -f- 


pydy 
1 + yy 


— 4«« 


cy 

^-vyy 


20. Ut mine prinuim tormiiium ot terlium in unum contrahainus, ponamus 


p = 


uo aoqnatio 


/I + y)i 


-^‘L. : + - inn-^- 

: j- ‘ 1 +VV 1 ^-yy 


Vi + yy 


- ?!. . 
)/l + tjy 


{\ntt—^qq)dy 
T'+ yy 


cornmodo separation cm admiitit; evidens enim est prodire 


^ 

Ann-qq ]/iTjr^y* 

aequatio per 4« imiltiplicata et integrata dat 
2 n-{/ jyi + yy 


G'w*" + 1 


Hinc ijjMtiir ob 


Vi + yy 


idooque 


qcy qdv 

V\"-\-yy ^ 


- 2«(6V"-l)£)y 


quae oxpressio resolvitur iu has parfccs; 


^ 'indv , 4« '0y 

- + cV-M ' 


cuius ergo integrale erit 


Jpdy = ~ 4- -L 1) -f- IJ. 


consequenter erit 


+ Cd'”) = ])v-‘'‘+ CDv* 


22. Cum igitur sit 


u^Jtdy ideoquo t 


per differeiitiationcm mutatis coustantibus avbitvarlis r( 


V^~-Vyy 


Ad coustantea autem dcBniondas prime notetur poeito 
debere ^=0, unde Qt 


F E, 


incle vero si y fucrit inlinito parvuin, iieri dobet 


11 vcro ovadit 


/ = nz == 'iny. 


V = 1 -h y 


ioqiio 

= 1 q- 2ny 

quibns valoribus lici 


el V ‘ 1 _ ^ 

of, 1 )"®”= 1 — 2ny, 


2ny — Aii Dy, ergo E = — ^ , 

2 

(jufi uaucisidmur pro / cundoiii valorem ac supra invenimus, scilicet 

..ill jj— 5w 

-7 ------. 

iV\ + yy 

quo porro ut anto dorivatur 

!>***“* 

^Vi + yy 


SOLUTIO FACILLIMA PllOBLEMATIS 


23. llauc soliitioiioni dorivabinius ox sola aequatione 


qua ob 


s H- tVf 

y = y -I- ]/l + yy 


bora s complociibur potostatos pares ipsius y, / vero impares. Sumto igitur 
negative littora s mauet eadem, littera t vero abibit in — /; turn autem 
)0 V liabebiinus 




I|un iiWjiiatioiie cum principali v""^s + lv coiiiunctii, fi 


iiridL* fit 


V 


i't fiinc reperietur 






_ yt-Su 


~y^ + //y 


^'uni eni 


eiiuii ex jjrinia aequatione sifc 

/= .*! 

V 

— f = 


f-'X' altera rero 


vs^ 


'" coaequati clabunt, 


unde ob 


evit 

vy + l , ... 

^ = 2^1 + yy 


s = 

2^1 + tjy 

2‘i- 'i'musferamus 
cum sit 

d-^ique haeo omaia acl ipaam 

et 

1 -j- X ^ DV 


»«+_!_ *.p2 



Kl !•.» 


rilniK ;iiil);)( i( ii{ Im ||<>|. 


■ (ni M (I I jV j 


I I i 




1 1 r) ■) 


1 1 I ' r 1(1 I .1)' '■ 


1 I I .»r‘ « (i -\ .r)» 

■( a 


(('III ili'ilucil III' 


II Mi'iifi nit 


/I' I 


( l I .1 ‘ ( I I .»•)' *• 

■j I .1- 


miiiii tniniiionnn oniiiii' piiriuin in serin {>rn p()U‘Hlaln (I 




DE FRACTIONIBUS CONIRNIIIS W 


Coijventui exliibuit (lio 7. Fcbrtiaiii 17HO 


Cororaentatio 7‘lo indicis r^NKSTiiOKJifANi 
Memoires de I’acad^iDio des scioncos do Sl.-Pdtorsbourg 5 (1812) 


1. Postquam BKOUNCKKRas^)^) memorabilern aiiiuu I'nicl 
quadratum circuli invenisget (jainquc sine (lonioiisLratioiR 
muuicassefc, hie plurimum studii in eo oollocn,vil.. uL fon 
KKRUs hanc insignem fonnulam bausiayet, dotogeixib. / 
enm usum fuisse cgvegiis illis formulig, quas ipse in ()[ 
fcica infinitorum eruerai Qiiin ciiain indo pci' calci 
strusos non solum Bkounckkui iVacUonem contiiaiain, sud i 
alias similes olicuit, quae iitiqiic, porindo ac Urounckkiu c 
iudicaudae, ut oblivioni oripiantur. 


2. Quae autem ex Wallisii Avithmctica infinil 
ventam Analysin infiuitornm in lucom odita, luic pin-i/i 
quiclem vecepto iU vcpraesentaii posannt, ub, Ibrnmlis ii: 
a; = 0 usque ad a; = 1 extensis, sequentos quadvaUirao 


1) Confer hao cum dissortationo piaotor Jntmhidioncm in amili/sin i 
17, 123, 522, 593, Leonhardi Kvleui Opan omnia, vol. Is p. 302; vol. 
p. 314 ot 661. C. B. 

2) Vido notam ad p. 189 70]. In adiectam. C. B. 

3) EdUio princeps bie ot passim: Biiounkeuus. 0. B. 


A i J 

1 

I. 



\' 1 .11 






•1 

• 1 , 



|/[ r.< 


•1 . 

;t’ 



1 

• > , 

i» • 1 

•( 

i'l .r., 

l\ * «» 

•1 ^ 

;< • 1 


• .. 'a., 

■ 1 (i 

• » , 

•j • 1 

In'. - {\ 

n .... 

a - i> - i 

♦» . 

• \ 

r> ■ I'i ■ 7 

• .1 

a • 1 ■ i; • M 

;• - 


-1 • r. • c. 

Ki ... 

a . r. Y ‘1 

*1 

1 

Tt . II • V 


oir.. 


tMiii!! inrtMii)ii:i ill (‘<ihiii)ii:i iiii adnninvi, at ilanoiiiiiiiiloi'aM iiiliM'- 

idiiciii mliiiil lanl.; {aiiiiiin .sii|MT(^H(r, iit (ii.iiini )iiniua'<i- 

ila I i':iii.-;r<>nii(>ii( III', ill jiiiriha' iii(i>i'|>ohLii()!U)in |iiiliiiul.iir, id ({Uod (i(d>, 
lt:< Mcric'i M'C.iMiduin li';;!'!!! luiirormniii sc,ilii;i'(, .1, //, (J, 1), 

■' i‘(c. iiivr!i( i)(ii| 111 ', 111 nil 

.1 /.* 1-1. IK' ;!■*.!, (!I> ■ DK -I d nlc., 

Hid (v.l, id i|>Minii. ill ({iio W.m.i.imius Miiiiiinsini iii^'niii Hii^acitaloui niaiii- 
vil. (|iiiuii mih’iii invi'Mi if'iil (l(diir(*|iH iiuillo f^MaicniliuH nl culc.nld 

' facirKHi Muiii I'V (iiMlil tiniM. 


• 1 . llai-. iiitiiMii !ii*iid lil tiTaruiii A, H, ('. K I'tc. iiivcjdii. loLiiiii iU'K<)liuin 

\iM nil ninlnl mn. Idnii niiin Ml, \ili m'nui'us lahula dac.lnval: 


1 1 -. ..' 


A 

1 

/■ 

fif! 

\ 

ABC 

.1 r 1 ' 

•„* a 

A 

■ 1 - u ■ :t ’ 

/• r 

IKKH-: 

1 

Aii(K)E 

J \'\ rj 

11 a • 1 • a 

A 

* 1 • ‘J ■ :i ■ -1 ■ f. ' 


ncnhKKi 

1 

AliODIKK} 

J \ \ .. .. 

■ i ft . « • 7 

A 

■ 1 ■ y . :i . 4 • 5 • li • V 


Hlr., 




interpoiatio uoois bup['cuiLao 




./■ 

,/■ 

I 

I 


da!' 

-]/] - T.r 

X X d X 
y'l —XX 

x*c:c 
]/l — XX 

x^cx 
Yi — .i;.t 


= ^ - ~ 

“ ■ 1 '■ t> ' 

_ l A/iC/) 

" "1 ■ 1 ■ 2 ■ ■ 1 ’ 

1 ABC Did 

A ■ T - 2 - '3 ■ 


etc. 


5. Cum uuBC ait 



XX 


n 

2 


denotante n peripberiain circnli, cuius cliametov = 
gratia scribamus ?= Y’ omnes litterarum xi, D, ( 
cjuantitatem q sequcnti modo exprimeiitnr: 


yl = i = 0,G3nG20 

1 

]i„ q = 1,570703 

C = - = 2,f)4G479 

t 

i) = ^ = 3,534202 

=.4,527074 

9(/ 

= = ^>'^22331 


Bim 

0,JJ 

0,£ 

0 ,£ 



GtC. 


6. Hie tertiam adiiinxi columnam, quae valoi 
varum exhibet, quo clariua appareat, qucmadmocl 


cm unifonnom incrcycant, quod non ovcnissot, si loco q valorem falsum 
;epissem. llivS cxpositis mcthoduni multo faciliorom t-radam, qua pro sin- 
[is his littoris fractiones continnao repcriri possuiit., at(|UG eadem opera lianc 
Tstigationcm multo geiioraliorem iiistiUiam, dum sequeus problema sum 
loluturns. 


PROBLEMA 

Invmirc seriem lUlerarum A, B, C’, ./) etc. uniformi lege jmccilenfem, ila 
sit 

A B ff, B a -- (f + a)\ Cl) = if + 2 a)> eh. 


SOLUTIO 


7. ITiuc slatinv patot, qualis fiiuctio fuerife A ipsius f, talom esso debere 
funci.ionom ipsius /“+«» turn voro C ipsius /’+2a, 1) ipsius ot 

porro. Ihic logo obs(3rvata si statiiainus 


ni dobobit 


A^f-\a + 



rS 


■R = r+ O « + 


} 


i Uttorao A' ot B' eandem infcor so rationem tenere debent, ita ut ox A' 
iatur B', si loco /‘ scribatiir /'+«. Cum igitur fractionibus sublatis sit 

2^ = 2/ — a + ^ et 2i? = 2/*+ a -f 

rum fovmularum productum ipsi Aff ost aequanduni, undo oritur haec 
quatio a fractionibus liborata: 


aaA'B'- A's a) — B's{2f+ u) — ss - 0. 


(juao cominodo per laciores 

(yV-- 2/’— a)(jr— 2/"+ rt) =- 4/7. 

S. Quiii nunc, si ambae litterae A' JS cswoiit acqualcs'), ox 
foret ^■ = ;7 = 4/', legem supra allataoi seqnantos sialnnimiH: 

Gt 

/?'-= 4/ H- 2a -I- jyr , 

quibiis substitutis ultima acquatio mduofc bauc lovmaui; 

( 2 /'- 3« + *1-)(2M- 3" -l~ =■ -i/y. 

Facta igitur ovolutioue et sublatis fractioiiihus orii'fcur sequoiiH 
daaA'’B"—A''s'{2f ~ a«) - i3'V(2/'H- llaj - -sV - 0 
Snraatur ergo hie s'==9fla, nt habeatur ista |aoquatiol: 

X(2/’- :ifl) ~~ vr'(2/'-F n«) - ()««, 
quae itoruni per factores hoc modo ropraeaontari poieat: 

2f~~^a)(B"~2f-\~3a)=^ 4ff. 

0, Gum iiuUG itemm medius valor inter A" ct M" sit Af, stu 
2n. + et C" =. if -I- 2a -|- , 

1) Scilicet: omisso 0 ; coufoi- § 18, ll. P, 


acta siiostitiitiono omcrgot ista aoqiiatio: 


(2f-6«+ j:)(2r+5a+j;)=4/-^ 

ta igitur GvoIuUoiio aublaiisquo fractionibus crit 

25«a.r./r^^ .l"V'(‘2/’--5«) - I^'V(2/-+ 5«) -5V= 0. 
lUatuv .s'-^2i){ia, ot, ista aequatio hauc induet, formam: 

A'"ir"- yr (2/’- 5fl.) ~ 5a) = 25aa. 

3 pcu’ factoj'es hoc inodo voprjiosentari potest: 

2/'.-- r>a)(I#"'-2/’+5fl) =« ‘iff. 

10. Statuatur douno, ut ani.o, 

uo facta substitutiono 

(2f-u + (2/- + 7a + = iff, 

aoquatione evoluta ot in ordinoin rodacta obtinotur 

ypvj^iv „ A^^{2f~ 7a) - ?«) - 49aa, 

scilicet posuinius s”—4i)aa; turn vero per factores erit 


(yliv_ 2/ - 7a){B^'^ - 2/*+ 7a) = 4fi. 
e perspiciinm ost, quomodo luie oporationes sint ulterius continuandao. 


pro 2A jidipiscemur sequontem fractioueni coni-i 


2/1 « 


2f — « -I- 


aa 




20 fi (I 


4!)« 

4 /- 2 . + ;,^, 


ul)i, loco f ordine scvibaimiK f "! 

rontiiiuae prodibunt pro 2B, 2C, 21) otc., quno it.a ho bt 


aa 


« + 7'- -Faa 

<\f + 2« + 


\f^2(i -V 


20 a a 


‘\f-\- 2 ft -I- 


40 ao 


\f-\- 


aa 


26’ =.2/ + 3o + — ~ - 

If -f 6« + -• - 

4r-(-6a + 'i"" 




4 0 a (< 


4 /' + 


2/)-2/'+5o + - 

- - 


if-\- 10«-1- 


otc. 


12. Quodsi iam hie ponainus / = 1 ot a=-- 1, pr 
WALListo fcractatus, unde fractionoa coiitinuae a Waliahi 
valoribus per quadraturam circuli exprossis erunt soquuu 


FRACTIONES COKTINUAE WALLISIANAE 


2yl - H- 


2 H- — 

2 4-^^-.. 

2 4- etc. 


27i==3-l- 


fi -h- - 
fi-l- 


25 


6 -f etc. 


-=2(?=7r, 


20 


0 - - 


10 + - 


to 4- 


10 -I- 


4U 


10 + otc. = - =« — 


16 

:t 


27;-= 7 + 


u -h 

14 + 


25 


14 + 


49 


14 + etc. = 


9g 

2 


9 nr 

T 




1 


18 + . 

18 + 


26 


18 + 


49 


18 + ote. ~ 


12_S 


256 
9;c ’ 


I’uni prima est ipsa fractio continua a liROUNCKimo inventa. 


i:o.NiiAi<i>i JCui.KKi Oporn. oiimiu 1 16 * Commenlationcs analylicao 


2-1 



1-3 + 6 -7-^1 — 


‘1 


,l„ae vul-o I.EiiwiTin ivibni solofc, multo aulnm aiilo a .Iacomo (JuHdOmo 
onUa, a'ijuo Bhounckkrl'S earn uosse poterat, donvaHao. q.iu.i.o <|,u>d pm 
riitionca satis faciles ot obvias fieri poluit sequent, om m lumluui: 


l^osito 


n’ 

4 


= 1 - « 


a 






-r 


r 



etc. 


orit. 


1 

H- 

a 

14- 

1 

1 ~ « “ 

\~-~u 


1 -1- 

3 _ 

a -1- 


d 4" 

i) 

i-3^" 


1 — 3 /i 


5 

TH- 

2 5 j’ 

r. 4- 

2f. 

>o 

1 

1 ~ f>‘y 

-..5 4- 

7 

7 4- 

i\)() 

7-1- 

4!t 

i - 7 d 

1 - 7() 

-7 -) 


otc. 


Quodsi iam hie loco -J-, ~ otc. valoros inodo iuvoni.i HiibHtil.uantur, 
se offci’b ipsa fiactio continua BR 0 U^X‘KlCIU, siquidoin liiiu', foro 


4 


71 


^ + " 0 

a -j- 


49 

2 -[- oto. 


14. Quod aufcevn ad nosfcram problematis solutiontun goioraloiu n 
etiani siugulaniiii fractioDum continuarum valoros por (aortas qviadratur 
primoro licet, id quod in sequente problemato ostondaniua. 

l) Vido Lkoxuardi Luleik Qi>craOHnna,vol.Iu,i»ipviinifi uotjvm ad p. 79 adieoinm. 


riMMUiWMA 


•M'fir .1. /», (\ H <(('. struiuinw Irifnu py(H:nh'.)iir, Un 

All //. IK' (/ l-rM". (Hi if \ ftr., 

■mil liiiniiii li/li l iirmii ralurrs fulnio i/iiitlrm prr pynilurln voiiihnui, ium vvro 
mulm' iiilrijitih M/i/vs.sff.'; Iitrrsliiiitn\ 


t'nin ii'ilur u\\. 


/■/ 

/.' 


II 


s(Uiii'n() 


{/■ i '») 


r; n ' ‘ 


onlni't roiilinno MiiliMlii.iiliM n'{M‘nol-iii* 

//(/ i I Ki)U/' I 

(/■ I I -‘mIM/' I- ‘''O’ '•***• 


.1 


liiuiii. Ciuii ;iuli-ni lior itHMio iiiilliis cU'InrininiiliiH viilor (iriiii.iir, (|U()- 
aluMMijiii \\v . vrl in imimM'ulonlinH vol iu (liMnimiiiaiorilmH 
|■|‘lllJMllIll , line iiiciiMiiiioiliiin Ujlli*(iir, Ml IjicluiTH HnijiUMiti niudo 

iiuiifi: 

. /t/l'.'.'i' n|,,. 

' ' [ / I ,i , , / i (O ( / I I ;iii) (/' | I ■'''(() 

Ml iiii'ImImii ciiMlimiii [irii|iiuH ait iiiiiliLi.Miii mI. in iuliiiii.iiin ipsi 

i(c<|tial>iiiil HI . siiaiiir i-ila axprc-MMio ii(ii|iiii ilnliTminiii iiin viilnnim luilMiliil. 


(jiMi aiifi'iii MNli’iHlauniH, (pumiinlo riiis valun'in lul ronmildM inln^raUw 
iipnrli'al, in MiiliMi«linin viinaniiH lioit lanuna: 

ih'ffi'iililiit'i nil x ■ ■ 0 (ol .1' 'I ('j'tt'naip t'i’it 


./ill i” * 


m i k m ! A- I II m l /.-l Ita 

HI w t H m 111 1- ‘.hi 

M- I k I In /' 

J 


HI I I n 


j/|l .t")"'* 


yi* 


turn vpro siunto w = / ot k — u haueoimus 


rxf'^dx /■ + « f-V^a f^ha /'_ 

/■ 7+2«7+4« 

quae expressio, invorsa, praobet pvioros singnloruin mombroniin fa 
posterioribus suinainus m=f-x'(i maneutc k=-ii, liocqiio lacto nr 

j 7+« 7+3f/7-Hfi« J yi -x^'‘ 


17. Evidciis uunc csfc postenoreiii fonmilain por priorcin div: 
nostrum productum continuum exhiboro, quo pacto ambo iiitogi 
tesima se miifcuo tollimt, cousoquenter haboinus 


Simili modo protinus 


7i = 

t 



('x^~'^dx 

J 

\h ~ 


i‘xJ ' '^~'^dx 





' .j 

f 

otc. 



At vero haec investigatio adhiic genoralior reddi pobost, quoinadmodi 
problema docebib. 


PROBLEMA GENERALIUS 

Invenire seriem unifomi lege procedentm A, li, C\ I) etc., iia 

7iC = {/'+«)^+c, C7) = (M-2«)='-l-c 

])]i =>(/’+ 3a)“ -j- c etc., 

uU in sinpiilis poductis liltcra f qmnlitaie a augcalur. 


SOLUTIO PIUOR PER PRACTIONES CONTINUAS 


IB. Hie ilcvum cvidoi^s est, (jutvlia A fucrit fmicUo ipsiv^a /, t^loin esse 
ore 7? functionem ipsins /'-f- a, 0 ipsius f + 2a, J) ipsius f + 3fl et ita 
i‘o. Cum igitiir sit A B=--ff-\-c, si A et B essent aequales, omisso c 
t A = B = f. Qminto igitur yi minor accipitiir qiiani f, timto B debet 
I inaiov; undo posito A =- f — x crit «/*-{- ic. Quoniam autem B A 
oiUv, si loco f scribaiwv /‘-pet, otiam esse dcbo.t B=^f-\-n — x, unde 
cludimns fore x = -]^ a\ sicque partes priucipalcs pro .4 ot B crunt 

2A'=^2f-a ot 27? = 2/‘+a 
oque pro HCquontibus 

2C'-2/‘-t-3a. 2/;-2/’+5«, 2 7; = 2/‘-i-7rt etc. 


19. His valoribus principalibns iiiventis pocamus revera esso 
2A =2f— a 2B = 2f a A' jy' 
pro s mox idoueus valor emevget. Ilinc igitur orit 
AATi = iff- aa + -5, {2f+ a) + 5 ( 2 /'- <^) + 

,6 aeqiiatio sublatis fractionibus hanc induet formam: 

A'B' {aa -|- 4c) - A'8{2f~ a) - B's(2f + a) - ss == 0. 
namus iam s ==««-{- 4c, eritque facta divisiono 

A'B' — A'{2f~ a) — B'(2f + a) = aa -h 4c, 


2D. Nunc simili modo ut ante ratiocinando inioUigiti 
iiequales, Lneuibnini siuistrum fore 

J'yl' — 4/'A' = 0 ideoquo A' = /i' = 

autem B' oriri debet ex A', si loco /‘scril)a(iUr 
principales fore 

A' = 4f~2a Gi = 

Revoia igitur ponamua osse 

A = 4f — 2a -f- efc B' 4 f 2a -1- 

undo, si hi valores substituaninr, aequaiio praecodens p 
haoc iucluet formam: 

(V-3« + ji)(2n-;i«-i-|L) = 4/-M- 

quae facta evolutionc ad istam perducit aaquationcni; 

(4fr- 9«a) + ^(2/-+ 3a) + |, (2/-_ 3 „; 
haecque sublatis fractionibns abifc in haiic: 

ArB^'idaa + 4c) - A"8'{2f-~ Sa) - jrs'(2r~l^ -■*«) 
Sinnto igituv s'-9„a + 4a et lacta clivisiono ovitu, Imoc 
A“B"~A’-{2f~ 3a) - 3a) ==, fl«a - 

quao por foctores repraosentari potest hoc motlo; 

(A — 2/’-3a)(i("-_2/'+3a) — 4/'/'-|-4 



, Quia haoo acquatio similis esfc praecedenti ifcenimquo pro Cfisu A" = IV 
f; 4/, vstatuatur ull.orius 

oatroina acquatio per factores foret 

(^2/ — 5« -f ( 2 /’+ ort + = 4 /'/■-!- 4c. 

a cvohitioue sublatiaquo fractionibiis prodit 

r"Ii"'(2r>(ia + 4c) - A"'s'(2f~-r)a)-B'"s'(2fA- 5«) - A" = 0. 

0 igitur s" 2r)art 4 c ct tUvklendo per s" fict 

A'rrr ~ a "'(2/~ (^a) - Sa) = 25fla + 4c 

• proflnctuiu 

{A - 2/' - 0 fl) {jr - 2 /‘-f- 5tt) = 4/7+ 4 c. 

Statuatur ultcrius 

4 /-- 2 ot 7r = 4/-+2« + J'b 
fior acquatio per productum substitutis his valoribus orit 
(2/'- 7a + 1 " ) ( 2 /'+ 7« + +) 4c, 

idcin operatiouibus rcpetitis sumtoque s'" = 49af[ + 4c ad sequeiitem 
r: 

7rt) - i?'^(3/*+ 7fl) = 49«fl + 4c, 

factoribus erit 

(+iv „ 2 / - 7«) (V?''' - 2/-+ 7fl) == 4/‘/-+ 4c. 
lus iam abuncl© liquet, quoiuodo calcnluni ulterius prosequi oporteat. 


pro .1 ol)tiuebimus seqiientem fractionein continuani : 




na + -Ic 


4/'-2rt + 


0(1(1 *1- \c 




25 «« -|- 1 (• 


4/-~ + 


■I9rt« -j- 4 c 


Siniili niodo hinc erit 


-1- 


2iy = 2/-+ a + !!£±i^.. 


4/-4-2fl -j- 


!)«« -p Ic 


•i/’+2a-h 


25^0 -I- 14! 


'J/' H- 2« -I- • 


19 47 41 -P \ r 


l/'-P 2tt -h 


2 6'-2/-+3a+ ... 

.,/'+B„ + “iL« t.l': _. . . 


49 4444 -[- 4 4; 


4/‘-(- {\a -I- 

4/- -I- 6 4(4- 

27) =•2/’+ 5(1 + -±1“ 

4/-+lO« + “i‘“±.''.‘^ - 

■lf+ 10a + 

4/+ 10(1 + .‘‘ 

'1/-+1C 

etc. 


SOIjUTIO ALTKIJA PEIl PRODUC'I’A CONTINUA 
24. Cum sit 


/■/ + £, BC~(f+ay+c, 0D^{f+2ay+c, 


orit 


A = 2«)' tjW+ iii)^ + „)((/■+ o«)» -I- C) 


ot 


oto. 


/l« 


if -I- «)- -I- 


(/*•{• 2«)* + c 

if H‘ + C 




I 

7'' ■ 


Quancio autoin in scquonto liUcra, (7, 3i^l)aistim\^s, fiei 

, r _ {fj\-2uY-^rC 

^ ■ ■ (/ -h r * ■(/ +'3rt)“ -h ■ if ^ ■ 


’25. Qnodni nrgo i^tno binun nxin’cssionea in indnitnni conl-inuonLiu 
sc inviconi ducaninv, nlUimis factor littcralis, qiii bic cst y , inanil'csto i 
acquabiiiir. (^uia vcro hoc cusu numorus Hictorum in iinmora.torc i 
rednndat, ciiis faciororn j)niuum in IVonfco Hnorsiin scribanuis, at.i|iio prcnl 
soquonti uiodo oxprimotnv: 

A^-=(rr\ A G/'-h -I- (-■) , 

iibi ia!ii inhnitosinii lactoros uiiii^ii aequabuiitur sici[ue ista oxpimsi( 
Ibrnii logo ju-ocedit. 

Tlic aui-om duos casus clistiugui convcniob, prunti c fnorit niinior 
nogativus vol posilivuH. 


CASUS I, QUO c = — 66 


26. Priorc casu quilibot factor in duos rosolvi so patictiir. Stat 
igiUir pvimo c -= — 66, quo casu iVacUo coutinua soquonU mode o: 
potest: 


0 A 26)(a--^^ 


4/* — 2a H' 


(6ct - 1 - 26 )(r>a - 26 ) 


'If 




26) 


4f — 2a + oto. 


T/i:uNiiAni>i Kui.futi Opum omnia lio* Coinmcnlniionoa nnatyUciio 


26 


imilain integraleiu expnmi ])otev«nt. 


27. Constat oniin, si baec formula integvaUs: 






ab a: = 0 insquc ad a;=l extcndatu]’, valorem rednci ad aiMpums 
infinitum: 

/* 

m m -|- n m -h 2h J '[/( i ~ 

Quo igitur banc formam ad iiostvam cxprcssiomnu accomudmuuH, ( 
factores in scqncnti mcmbro qiiaiititaio 2a augoiiUir, siinii <l(d)('.t- n 
vero posito m => f -\-h ot k^a voperiotnv I’ovo 

f+(i-\-h f-^Sa-^b f^ba-\-h r x'^o'x 

f b /*+2« + 6 ^-l-‘la + /j — J (/l — r 

tjua© ©xpressio, invevsa, priores factores cuiusqiu' mombri coniiimt. 
rioribus autom manento n^2a sumatnr m = f -\- a — h (it 
pvodibit haec aequatio: 

f-hia~b /'+ — b /• x^ax 

/ -f « — i / -f 3a — fi ^4- 5« ~ J y \ J (/l — ; 

Si igitur haec aequatio per praeccdent(3ni dividatui', postronii fa 


^ so niiiliu) (losiruenl pro(Ubil.(|ue proclucfcum infinitum in vulore A 
ns per diuis (ormulas intognilos oxpressuin, ita nt sit 

A = (f-h). 

^ ^ J Vi - a:-- J Vl-x^'^ 


28. Quo IniGC oxeuiplo illustrenuis, suinamus f=2, «=!, h = I 
iuius lios valoros: 

A 11 = 1], CZ> = 15, Dii,’ = 24 etc. 

no casn nostra fractio confcinua evadii 


2yf - 8 — 


0 + ■ 


6 + 


iJl 


45 

■"07”-- 

^6 4- etc. 


or ])roductum contiuuuin erit 

y • 3 5-5 7-7 9-9 


A = 


I * ( t/ ~ f 

• • GtC. 

4-6 6-8 8-10 


voro por Ibrnuilas integrales habebitur 


/• xdx . /* xxc-x 

J Vl - XX J lA ~XX 


tat autom pro nostris i.orininis intcgrationis, ab a; — 0 usque ad x 



x.r 


= 1 


ot 


/ 


• x:cdx_ 

yi — XX 


7 t 



colligitur A = ^ , id quod cum ipso producto Waulisiano, quo 


;c _ 2 • 2 4 •_4 
l"'3‘3-6 


— • etc. , 
6-7 ’ 


po corivenit. 


26 


29. iilvolvjimus nuuc qiioque alteriim casuni 
coiitiniia haiic formam iudiiit: 


o 1 

-A ij « 4- D«a-l-4/W; 


o5-aaH-466 

•l/'-l’a-f- 




1 lift a -I- 4 


4 f--'2a 4 


At vcvo pvDducUim coutinuiun ex praocedculc lotum locci h sh 
iUi iuiaginario expressiim sc prcdil,: 

Evidciis autem cst in cadom expressioiie ^ 20 allaln cLiain loco 
— hV—], unde prodiisset 

1) (/-d-sn 

Productum igituv luiniiu duaruin expvcBsionuin lit. laailc; (Mil 
= ('/'/■ 4, ^^/'+ - (‘/■-I «)’' -I- 0 h) (f/'-l- 4 / 

quae cxpressio congruit cura suporiore g 25 inv(nitu. 


30. At vero etiam cxpressio por formulas intogralos tiv 
Si enim in formulis §27 loco h scribafcur hV~ \, orictur soi 

Verum mutato imaginariotuni signo orit 

yi~x^^ J yyJA^'ia 


ubi nullum cst (hibiiini, quin in utraquo expressiono iinaginaria 90 in 
(lestruaut, ot.iamsi nullu patuat moUiodus lianc mutuam imaginaviornm dcsi 
tioriem actu ovolvcro. 


31. Vonini si hao ambae cxprcssionos in so inutuo ducautur, tnni 
destructio baud dillicultof osl^endi potcrii.. Cum oniin productnm sit 

domonstrari potosl Lam in numoraLorc qiiain in donoininatoro iniagii 
seovaim so dostruoro, quod qnidom pro donominaLoro ostondisao sufliciefc, 
numorator indc orialiir soribondo f-^-a loco f. 



32. Quo domonstrai.io succincbior roddatnr, ponamus brovifcatis grati 


= 3 K, 

|/l —iC®* 


quo facto donominatov nostrae cxprcssionis imaginariis affocbao erit 

Iain sLatuatur factovum 

snmma == SV = p, 

difToreutia — q, 


atquo notum osb productum propositum foro 

fx.''''-' dV fx-"'-' 3 V .-= . 


Monsfcrabo igifcur tarn pp quam gq ad quantitates roales rcduci posso. 




Cum igibur uoverimus esso 

gTi''-i p-yi'-i 2 coy ^p 

ot 

^.'.“I'-i — g-'fi'-' ^ 2 / — 1 sin. e/i, 
posito brnvitatib gratia hUt=>(p iiet 

p =.- 2 /V^Kcos. f/i nt q =- 2^— 1 Ksiu. (p, 
uncle sponlo fluit donoiuinator 

^Kf'os. (/))'^ -|- ( j B Ksiii. 

expvosflio, quae manifesto ost realis. 


34. Uinc facile colligitur valor mmicratoriH, qiiippn qiii oriL 
( fafdV cos. ffY -\- ( /Vr? CHiii. tpy, 


ita ut cxpvessio uostva iiurtginaviis Uubatu pro .P scqucuti ir 
repraosentotur: 

<* _ nr^ 1 1 \ ^ 

(y^Voos 9)^ -I- «>■"■'?)* 

exisbento 


i^Tr , 7 7 

— ot w^hlx. 

yt - 


35. Jn analysi aufcora adliiic do-sideratur niothodus per i 
tractaiuU huiusmodi formulas: 


/ x^^^dxcos.bh' , /’ 

-yr-i-- J 


x-'~*dxs\n.hlx 
yi - x=»“ 



I'iin tamon si cltMiomiiialor abosacit, iitraque formula vcvera iutcgrari posset, 
[und scqucnti inodo oatoiidisse operae prefcium crit. 


3(>. Praosl-ari miiiu lioc pulerit opc rcdiictiouia notissimac 

fPSQ = PQ -fQdP. 

cilicct. pro formula prioro aumatiir 

V Q,o?,.hl% et dQ = x^^^dx, 

j cos. hlx = Y cos.blx + yf x^~^d% sin. hlx. 
altera v(n’o, sumto 

P^-==Sin.blx ofc 3Q === x^~'^3x, 

Ox sin. hlx = sin. 6/a: —\( x^~'^d% cos. hlx. 

i I ^ 

z porro colligitnr snbstituendo 

fx^~'dx cos. hlx « if ^ 

j x /- ' 0X sin. 6/a; = if ~ ^ 



i^cro iiccodonte donominatore nihil aliiul intelligitur, nisi integrale ad genus 
utitatum inaxime traiiscondcntiinn adhuc ignotiim revolvi. 


METHODUS SUCCINCTA 
SUMMAS SERJERUM INEINFrAUUM 
PER FORMULAS DIEFERENTlvV L15S INVESTIG. 


Couventui oxliibuil <lio 13. Jlurtii 1780 


Coinmeiitfttio 7*16 indifis Ks’Ks-nior.MiANj 
Menioires do racadoiiiie dos sciences do St.-PoLovsboiirg 5 (iSTi), 1815, p. -ir) — 


1. Etsi lioc iivgnmciitum iain saopius'j pni’Lractavi, l-aiiuju plonuj 
ad summas coiumode exprimcudas apcctiiut, por vaiios lihi’OH suot 
atqiie etiam per ambages erui-a; quaiiiobrom hio sucoiiicLiuo mcUio< 
tradiiunis, ciiiu.s ope serioi cuiuscnnqiio siiniina iaoili caluiilo sine ai 
per formam simplicissimam iudagari polorit. 


2. Sitr igitur X funebio quaociinque ipsiiiy j-, ol X\ X”, X'" 
oriaiitur, si loco x successive scribatiir I, a'-l~2, -p .‘} oto. M 
litterao illao X, X', X", X’" etc. mihi dosignabimt. l.onuiuos cuiusq 
indicibns x, a; + 2, a;“i-3 etc. rospoiidc'ntoa. Tlis po.sitly du 

serionim infiiiitanim sum contoniplatunis, (juoruin prioro bormini onin 
signo d- alfecti pvogrediuutur, itti iit scries smnmanda sib 


. X^X'^X"^X'" + otc 

Conferl’omme^tfttionos25,41,.]7,56,(i^,6:i,laO,18^^;!^)L^39;^.^ Confer 
/«//«, YorHHj, Lausiiniiac 1748, t. L cap. X et InstUutmes 
V;'?’ poHtorioris cap. V; Vm.im Overa munu,. sovics pi 

P-' 08. 138, 177, 407, -163; Yol. IS p. 70, 91 , 70l vol. 8 p. 181 ; vol. 10 p 


JI'O vcro Cdsii iidoni tonnini signis aUeriianfcibus pvoccclauL, ita ut series 
inianda sit 

X — X'-^ A'" - - A"" -p etc. 
igifciu- duos casus sooraiin ov^olvani. 


CASUS J 

SUMMA'l'IO SKRIEI INi-'INJTAK S^X-\-X'-{~ X"4- A'"-f etc. 
D<Miol.et .S" sninniatn einsdom seriei primo tennino truncatae, ita ufc sit 
S' = A''+ A"'-|- A""+ etc. 

aim sit cerf.a runctio ipsius x, qimm hie potissimiim investigamus, evit 
imilis i’linctio ipsius a; -(-I- Hlvidens orgo ost foro S~S'^-X. Quarc 
sit 

S'^ s -I- -- ddS -h etc., 

J 

donoiniiuilores, j)olestatoH elomenti d.i: confcincntes, nt brevitati consulam, 
toimitlo, siquidem quasi spontc suhintelligiintur, iiinc nostra aequabio 
ei banc fonnaiii: 

0 = X + Otc. 


4. Quodsi ergo ista series vakle convergafc, proponiodum erib dS= ~ X 
quo S = j‘Xf)x, quod iutegralo per consUintcm ita cst detormiiiauduni, 
nmto X inlinit.n magno evaiiescat, proptcrea quod termini iutinitosinii pro 
0 liabori possunt, quia alias scries ipsa uiiliatu haberet siimmam finitara. 
lita projiomndum summa, j>ro vera siunma statuamus 

S=- fXdx — aX-(^dX^yddX — etc. 

uo hinc 

dS -= — X - - (tdX — ftddX — yd^X — etc. 


osiiAiim Opoiu oiimia lie'' Cojnmonfotionos analylicao 
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stitu-auiur, povvenietur ad sc-quenfcoin aequaiioiicni : 

iiodX- 


- ole. 




1 

— « 






£ 

24 


1 

r 


- 1 


- 2.1 “ 


1 

120 


efc iani eoefHcientes hicognili a, /?, y etc. ox soquonlibus iioquali 
linivi debent: 

« 4- !>■ = 0. /? + I « + 6 = r 4- iJ G 24 

unde fit 

« == ~ “2 , ^ 


5. Hoc auteni modo inventio litturariini n, ft, y (4e. niiui.s lb 
nerjuo Unneu ulla lex perspicerofcur, qua nitovius progrcdiuniaiv; 
modo proiaus singulavi in vnlores isturum lit.toravniu iuquiram. 
scilicet serieni ordinai'iiim secundum co.sdom coerncionfcos proccdonU 

K= 1 + «2 -f ftz^ + yz^ otc. , 

atque evidous esfc, si huius serioi .sumtna V ad foniiain (initani po 
turn, si eadom secundum potestates ipsiu.s z ovolvaliir, oandoin st 
savio pvovenive debere, quo pacto valoros litlcvarum a, ft, y, d 
iuuotescout. 


G. Kx relatianibus igitur, quao inter littovas a, ft, y, (V otc. 
supra g d allatis, seqiientes openitioiies iustituaiitur: 



/• = 1 

-f- + 

fU 


H- 


6z^ 

H- 



-1- (3t('., 

1 

2 

^ F- 

+ 2 

1 

-H 

i-fj + 

I 

•) 

hr 

i 


1 

~2 

a 

-h etc., 

1 

'()' 


H- 

1 

G 

-h 

}« -1- 

j 

fi' 

ft 

F 

.1 

g' 

r 

-1- oic.. 

1 

2J 




-h 


1 

24 

a 

1 

i 

J 

24 

ft 

-{- oto., 

1 

120 

F]'' = 




-1- 

L 

120 

-I- 

I 

120 

a 

-j- otc., 

1 

720 

/' r =-- 








1 

720 


-j- etc. 


etc. 


cilicct inoclo oinnofi tonnini praetor priintiin iid iiiliiluin 8un(. rocltici-i; 

3 



Cum igitur sit 

C - 1 -h « + ■ -p «”+ -I- OtO., 


0 


= I 

g 



3xprossio quo facilius itorum in sericm converti quoat, ponamus 0^2f, 


10 




2t 




c®' -I- 1 
* — 1 


sfcatuatur 


t! 'ti 

c**-- 1 


2G 


c. - - c 




liinc exponoiitialibiis evolutis oiit 








... uumcratorc solae potentates pares, in clono.ninato 
states ,n, pares occnrmnt. Patet a.ntcn, s„,„l,„ , ,u,a„, „ 
sorp.ontcs vero terniinos per potestates I, l\ /.’■ v.tc. nsso p 


B. Cum igitur posuorimus 


-I- 1 

U’= -I.. 

/i3t I » 


-. I 


iileoquo 




Hinc ergo cliffereatiando erii 


li ~ I 


»n(le conchulitur fore 


di^ 

nn — 1 ’ 


ru 


Qina iiiitem uovimn« 

potestatnn, c.pZnt7T" 

Ponentes b.nar.o croscoro, statnatur 




imiii.iii.il) N(i<|ii(inM niodo; 


ll 

1 'JJ 

v>n(/ 1 

lof;/' 

I I Dr 1 

1- iH7-r -■ 

- Ax'.. 

1 

n 

1 1 

-1 A- 1 

■\c 

d/y -1 

dA; ■ 

- nf.i;. 


1 

‘1 A.l 

HA It i 

HAD - 

- .s A n 





1 

1 11 n 

Hlid 



li luiiiii HI' H[iniii.i' iIi'hI rmiiil, i'('li(iiii vcro Hi!(|UonU!H |)nuil)()nl, (Inii'i’- 


li.f 

1 

I'rjfii .1 

1 

:i ' 1 


1 

i; ' 

0 /i 

1 A A 

oi>;i) /)' 

;! 


1 

!)()’ 

ir 

S.l /: 

I'rpu d 

:: • :i A li 

1 


i 

' :m5 ’ 

s n 

s.ir 1 

■1 rr-n 1) 

■ 1 

nii)^ 

1 

■ I). 1511’ 

iii /■; 

H{ ,1 /J ! 

lid) n-Kn a: 

'■ l ‘dyl D -1 
1 1 ‘ 

- U lid) c 

1 

’ 9:i555 


u* lidi'iiin .1, ll, (\ I) cdr. iirorsuH oui'diMn huiiI., (luihuH 

pnli'slal iihi ri‘('i[iii)r!iniin rxpnnKMHhiH Hiini uhuh, Hiquidcm 


I 


1 

' 111 

1- « 

1 nl.(!. 

A -jr, 

1 

9 1 

1 

1 ' yi; ■! 

I 

J/i> ■ 


1 ■ «l a. 


1 

-1 

1 

' 111-'’ 

1- ' -1 

(d.c.. 

-- (hr 




r ('iiiiDHiiilutiiiiii'R Ntiprit. liiuiiuhiH, niipritiiis 'il, Gl, 68 , 180 , 393 , 597 . 


0 . II. 


10. Cum igitiir sumserimus 


u = - + 2At~ 2Bt^ + etc., 


ob 

erit 


V ~tu — t 

r=l~( + 2Bt^ +2Gf~ 2Dt‘-\- etc, 
ubi nil aliud superest, nisi ut loco t scribatur unde prodit 

F= 1 — — J- L 

2 2 8 ^ * 32 " 128 

Cum igitur habuerimus 

V= 1 4- etc., 

collafcione instituta reperiemus 

U ^== 4^ ^ = 0, (?;=- 


B, 


c = 0, t «= - • 0 -1, — 

’ ^ 32 ’ 


11. Inyentis iam yaloribns hanm litterarum sumrua seriei prop, 


S=X+X'+X"+X'''+etc.. 

sequent! mode exprimetur: 


S 


+^X 1 A9X+1b8^x ~ A ogn^X + .^-L jgg^x 


512 etc., 

1) In Oommoatatione 597, ZEomAROj 


Buzsni Opera omnia, vol. lie, p, 712 . 0 


• i r V > ttu , ^ 

91 coiifil.JLiiH juliicitiiulfi dobriii essi; iiifinii^i, otiiiiii ips.uti surit.'i suniiuain 
infinitiini. 


rj. {JoH9iil(‘rouiii9 tixoniplum, 4110 A''=5 iia ufj luiiiis serioi suium 
qiiiioroixlii ; 

:r" ' (.1- -I- 1/ "*■ -I •>)'* {X -I- ;!)'■ 

Hie igiivir evil. 

I Xf)x = — _ 

quae (dnwn ul. (waue.Hc.at. posit.o ;v =^co, uc;cOH«e eat, ut oxponous n sit. 
taio maior. Aliocpiin oniiu, Hi essul, « 1 vo] ?f<1, summa serici certe 
inlinil(5 niiigriii. Horro vuvo orit 




V 

‘ ' ’ 


Ilian r?^X 


.i;M-r:i * Ot 


quibuH valoribiiH HuhHtihiU.s suitnim quiieHila oril. 

l I li _ /> l)(«-i- 2 ) C 

' " 2.7;" '2 8* 3:'“ '' :!2 ' >1^ ' 

{juaa HevioH co niagiH cimverj^el., ([Uo niniur accipiuLuv miniorus :c, pniotcrc 
(plod lil.Lenio yl, />', (' oi.e. progrcHHiononi vuldu coiivovgenlom constituim 


Id. (biodni orgo ab uiiiiato incipiendo hi torinini 
1 A_ ^ A- ^ -1- ^ A- u -i — 

2" ' 8" d" ^ (.'i; — 1)" 

actu colligaal.uv iMU’iniKpui suiniua vocclur /V, oiaadom soriei in inlin 
eoutiniiatao Huinina ovit ,d S. tloc modo oliui‘) suramas tnliuin sera 
inlinitaniin pro HiiigiiliH oxponnntis n valoribuH % '6, 4, 5 etc. ad pluros lig 
dcciiniiloH computavi Humto Hcilicet a: =10, quo pacto calculus satis exp 
absolvi potevat. 

1) Vitlo (Juiuiiit^uliiliuiioin 47 , § JiJ. .Lkox/iaudi IjVJXHI Opitu oviiiia, vol. lu, p. 121 . 


U. igitur index x imitate augeatiir, iiul)obiimiH 

X'- X"+ X'"— X"'-!'- etc. 

\(Mutui- liaec acfiuatio ad (jraecedentem, prodiinl-Ciue iUM(iiii.E,io lini 

S-^S'=^X. 

(^»uare pt'r foinnilas differontiales Imbcbimus 

X = 2S-\-8S+\PdS-]- [s‘S+ o'.V !■ 

unde neglectis ditibrentialibus evil S~ I X, <jui i'.rgo ouil- judun 
.soriei qiiain quaeriimis. Statuainus igitur 

'i!'= j X 4" adX -J- (3dc) X -|- 4- 'dr. 

ft facta siibslitiitione fiet 

2.S’ = X+ 2«^X4- 2^dc-X 2 - 2 ()Vy‘\ -1 vd 


dS=^ 

1 

•2 

+ 

a 

-j- 


“I- r 

b nl 

II 

•—I TJ 


+ 

1 

4 

+ 

1 


4-td 

U®5' = 





I 

, 1 

4- (d 

6 




12 

H- e « 

~S‘S== 






, i 


24 






48 

4- ei 


etc., 


quae expressio tota soli X est a8qu.ancla. 



15. Singulis igilur cohunnis verticalibus ad nihilum reclactis orientur 
entes aocjualitntos: 


'2a + 2 - 0, + a 4- I = 0, -j- 

2 4- ^ -I- ^ 4_ ‘ _ 0 ^ 

! prioros saltom liLtorao hits recipiuut cleterminatioues: 

« — ■( , /? = 0, J' = jg , d' = 0 etc. 

IG. Quo autoni hos vulores faciliua invcstigemiis, consicleromus hauc seriem: 
V= ^ -p etc., 

j scilicet sumnmin Kquaori oportoafc. Inde ci*go sequentcs dcrivemus series: 
2r === 1 4- 2a<4" 2;'^’“4- 2f/4-etc., 

■= 4- )- ^ -\- uzz 4- Jf^^“ 4- 4- 4- etc., 

i +~a +|/3 +|y -hetc., 

^ IV -= -L — 4---« 4--i-,^:^ 4- etc., 

\ TV =••= 4- -k 4- -- a -f- etc. 

etc. 

nil igitur serieriim summa ob aequalitate.s ante allatas Get =1, sic(iiic 
biraus istam aequationoni : 

v{2 + z + \z^+ '-/ + ±^*+etc.)=.l. 

JNUAiini Et/i.i:Hi Opo.ra omnia IiQ* Commontationcs analyticao 


Quaro oum sit 


e‘ = 1 -^- 2 '*+ etc., 


orit manifesto 


7/(1 + e’) 1 


undo fit 


2V~ i - 


17. Ponatur igitiir iit ante 


1 


lit sit 




sitque itorum s =* 2/, ita ut 




et facta evolutiono orit 


«+ ;(“-!- ■.~,l=+S^s('+olo. 




Undo patet seriei valorem ipsius ti cxpriincntis priniiim terinimi 
scqucntca vevo per potostates inipares i))sius t progredi. 


18. Cum igitur sit 


I 


c»' _ L±.’‘ 


2l~l 


ideoque 



e differontiando fit 


ut 

■■y + « — 1 = 0, 

e 09t ipsa aoquatio ])ro casu prioi'o invenia. Nequft tcimon [iroptorea pri 
ladom sories provonit. Quoniara eiiiiii luc primus seriei terminus dcbe 
5 Hngonda est liuiusmodi series: 

u = t- + etc. 

ique debebit facta substitutioiio 

^1 = 1 etc., 

+ 1 _2V( -[-m —2 (£ -f2 35 -etc. 

-p — 2SrsS -etc. 

-I- + otc. 

etc. 

,ie liiuc soquentes oriuntiir doterminatioiios: 


3?( 

= 1 

ideoque 

% = 

1 

Tf’ 


5S3 

= 2% 

idooque 

S8 = 

~ A , 

6 16 


m 


hinc 



17 

iii6 ’ 

9® 

= 2(5 + 2a[93 

ergo 


|-e+|9(a3- 

62 

3836 


etc. 



etc. 
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19. Cum igituv sit 


\r ^ i 


si loco t restituamus '* , pro V hauc repcricmus seriem: 


2 - 10^4®^’+ 


Quaio cu?u posuerinius 


K= -j- a0 H- -1- ys^ + 


liinc colligimus valores littoi*anim a, /i, /, 6 oic., qui ergo evunt 

/^=o. y-i.v(, rf=0, £=-^,s 8, e=0. /. 


consequeuter summa quacsita erit 

s= i X - {ax + 4-9ia”A' — /;S8a‘A -I - - (3tc. 

'2 ‘I 16 04 iJou 


‘20. Oomparenms nmic istos coOTcientcs cum iis, quos in casi 
dente pro similibus ditVeroiitialilnis sinniis adepti, qui orant ^ 
atquo ogi'L'giam rchitioncni inter utrosquo doprelicndennis, uti cx hoc 
vidoro licoi: 


ax ' 

1 

A 

- 3 

= 2' 

— 1 


4 

* O 




1 

1 

9t 

B 

= 15 

= 2* 

— J 

16 

‘ 8 

1 

d^x 1 

s 

a 

= 63 

= 2" 

— 1 

1 

64 

■ 32 



d‘X 

& 

J) 

.-= 255 


1 

260* 

* 128 


o^X . 


E 

= 1023 

= 2‘° 

~ 1 


1024 

* 612" 



etc. i 



etc. 




1. Per eosdem igitur numeros notissimos A, B, (7, D etc. etiam hoc 
mmma quaosita scquenti modo commotio exprirnotur: 


+ (^” - I) i " • - I)^ ^ + otr., 


scriom, qnoustinc lubiiorit, contJnuare licet. 



DE SERIEBUS MEMORABJLIBUS 
QUIBUS SINUS ET COSINUS ANGULORUM 
MUE'J'IFI.ORUM EXPRIMERE EICE'r') 


Convontui oxhibiiit die 13. Msirlii 1780 


Comnientatio 747 indicis I'lSKS’ruOK.'ii.vNi 

jMemoit'Os do I'ftcademio (los sciences de St.-l’etersbourg T) (1812), p. 57 72 

1. Series, quas hie yuiu expositurus, mm tam ob usuin in inuRipHcati 
angulorum, quarti ob cxiiniii calculi art-ificiii, quao nio acl cas pordiixor 
im])rinii 3 autom ]n-optci’ egregiani gimplicitiitom logis, qua oarum torniiiu ; 
gvediuntuv, onini aUeutione dignae videiiUir. Ad oas autom coininodins 
vestigandas utor clmracteribua, quibus coofficicntcs potostai.uin biiioniial 
dfisignare soleo. It-a si x fuerit exponona potestatis, hi cliaracioroa aoque 
habeant signilicationes: 



f x\ x{x— 1) ( x' 

\ x{x-l){x-'2) 

Ky) = ■''* 


i ■ 

■ 

11 


sicquo in genero erit 

/ a: \ _ .i; {^— 1) (a: — 2 ) {x — 3) (a: — 4 ) ■ • - (.r — j n — D ) _ 


2. Proposito mine angalo quocunque (p pro cius inulUplo quocunqui 
talcs series sceundum inemoratos charactores procedentes indagalio, quae 

1) Vide nottim ud p. 642 vol. In adioetam ot OommenUtionos il)i liuidalns 686, 703, 
praosentia voluiuiais. C. Jl. 


siuuin qunm sinmn buius aiiguli mulbipli expviinanh. t\c prime quidem 
siini istain fingo scrieni : 


cos. a-r/, = 1 + (^) ^ + + (I) O + (^) « + nu;., 

lae HCnipRi' abrurnpitur, quotics x denotat uuincnim integrum posibtvi 
lic^uis aulcin casibus in infinituui exmiTit. Ad Inis autom littoras A, Ji, 
etc. invostigandas loco x successive assumo valoros 1 , 2 , .‘i, 4 etc., 
lidom valoi’os cos. ff , cos. cos. .‘b/-, cos. 4 7 ) etc. banquatn cognibos spe 


3. Facta igitur hac ovolutione scqnentes valores pro libfcoris A, B, 0, D 
perientur: 


Si 

.r = 1 






a’ »= 4 


X «= 0 


etc. 


crit 

cos. (/J = 1 + vl , 
ergo 

A = cos. (p — I , 
cos. 2fp 2A -{- /?, 

ergo 

B — cos. 2(p — 2 cos. fp -}- I , 
cos. 37 , == 1 -\~3A +37? -+ C, 
ergo 

0 ^ cos. 3cp — 3 cos. 273 + 3 cos. 7 ; — 1 , 
cos. 4cp= \ + 4/1 + 67? + Ar C-\- 75, 
ergo 

J) => cos. 4(p — 4 cos. 379+6 cos. 2//; — } cos. 7 ; + 1 , 
cos. = 1 + 5/1 + lOJjf + IOC + 577 + 77, 
ergo 

E = cos. 57 ) — 5 cos. 4tp + 10 cos. 67 ' — 10 cos. 2(p 
+ 5 cos. <f) — 1 
etc. 


4. Nine ergo in geiioro, pro casu a: = si littora coerfioienU 
fiiovit N, Rcquibur fore 

y = cos. «f/ (y)cos. (h ~ i}(f -|- ^ ) cos.()/ — 2) <p (y) (;o3. {n 

Nuuc igitur ])raocipuum uogotiuui hue redit, nt istius expression 
valor ad forinulani finitani redneatnr, id quod Ht, si illius ser 
quae cst. N, elicuoriinus. Quaiiquani autem pluros iani liuiiismo 
cimdum co.^idus procedojjtcs siiiif .sajujuatac, ianicn Joelhodi, (pii 
ad eas invesbigandas sunt usi, vix ac ne vix quideni ad liunc cj 
modari posse videtitu?-. Siiigulurcm igitur nicbhodtirn hie propoii 
ad hiinc scopum perdiixit. 

o, Considero scilicot has biuas formulas imaginarias: 

p = cos. tp / — 1 sin. rp ub (j = cos, 7. -- |/— I sin. 7 

ox qnibus constat fore 

P“ + U" =“ - ^‘os. n(p 

idcoque 

coa.Hf/.- 

Sirailique modo eril 

COS.(«— !;(,;= 2' + ?"-■) 

eb ita porro, qnibus valoribus 3ul}3bitutia ct potestabibus libbcrn 
soorsim positis facta muitiplicafciono per 2 habobimus 

•2.V= - {”)!>'-' +{l) If + otc. 


2N=^(p - 


Tonnulas ergo ulteriiis prosecjui oportet. 


fi. Cum igituv sif: 

p == i'Os. <f + — 1 sin. ff>, 

V — \ = ctfH. f/ — I -p K— 1 sin. (f. . 
statuamus ip=^2ui, ot cum sit 


bimus 


cos. (// — I — 2 siu. oy ot sin. (p = 2 sin. lo cos. uj, 
2) — ] =2 sin. to (Y — 1 cos. M — sin.w) , 


oxprossio voducitur ad hauc: 


p — i = 2 l/— 1 sin. a)(co3.to + Y — 1 sin. to). 

!i aufceni modo roperiei^pur 

q — ] = _ 2 y~ 1 sin. co (cos. (« — V~ 1 siu. to), 
lis igitur formulis conficictur 

(p — 1)'' = 2" iy~- i)''sin. to" (cos. wto -J- ]/— 1 sin. nw), 

{q ~ I)" = 2" (— Y — l)’* sin. to" (cos. nto — V— 1 sin. lito) , 


Lun ergo formuiarum anrama praebot valoi*om ipaius 2N, qnom quuerimufl. 
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7. l^otestatos autom itnaginariorum V—l et— 1 modo Hunt 
moclo — 1, modo iinaginariae iK— li prout cxponons n fuerit numor 


4t + 

1 vel 4i 

-j- 2 vel 4 i 


quandoquidem constat css 

(/- 

ly ^ 

+ 1 ; ( 

_i/_ 

1)“ - + i, 

(l/- 


1/-1; (■ 



(1/- 

i)‘"== 

-i; ( 

-\/- 


iv- 


-1/-1; (■ 

-V- 



8. Hac observabiono praemissa tribuamus nunc succGSsive oxpon 
valores 1, 2, 3, 4 etc., quo pucto N denotabit successive littoras A, B, C, . 
quatuni ergo valores sequenti modo per aiigulum oj = ~ ^ expresses n 
mus. Sit igitur prime « = 1, crib 

2A = 2]/ — lain. CO (cos. oj -pi/— 1 sin. co) 

— 2]/— 1 sin. to (cos. w — /—I sin. to), 

q\n ergo valor reducitiir ad lianc formam: 


ideoque 


2 A = — 4 sin. co sin. to 
*= — 2 sin. to sin. to. 


.9. Sumfco autom fu = 2 fiot 

2i? = — 4 sin. w* (cos. 2 to -h V— 1 ,siu.2co) 
— 4 sin. oj® (cos. 2 to — K— 1 sin.2to); 


unde colligitiir 


B = — 4 sin. to^ cos. 2co . 


10. Sii 'ii ^ 3, oritque 


ox quo lit 


2(7= — SV— I sin. w“(cos,3f/> -\-V — I sln.3<«) 
8 K— 1 9in.fo’(cos. 3w - V— I sin. 3t/j), 

C = 8 sin. to* sin. 3o;. 


11. Suniatur « = 4» iLtqiic imncisceinur 

27) = IK sin. oi' (cos. 4cu H- ^ — I sin. 4 to) 
q- 16 sin. u)^ (cos. 4to — V — 1 sin. 4a)), 


hincquo oritur 


D = 16 sin. to‘ cos. do; . 


12. Sumto porro n = 5 fit 


2 K 32]/ — 1 sin. to"' (cos. r)fo -1- [' — 1 sin. Hto) 
— 32]/— I sin. to'* (cos. 5co — V — \ sin. oto), 


orgo colligendo prodit 


7 j;=« — 32 sin. CO* sin. 5 to. 


13. Pro casu 7i ■■= 6 invenitur 


sivo 


2F= — 64sin.(o*(cos.6co q- ]/— 1 sin. Gw) 
— 64siii. co®(cos. Cw — ]/— 1 sin. Gw), 

F =.= — G4 sin. to® cos. 6 to. 
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ideocjno 


Stfiluatur poiTO « «= 7, eritque 

2G = — 1281/ — i siu.«j^(cos. 7w ~^V-~ 1 sin.7ty) 
-f- 128 1/ — 1 sin. o)^ (cos. 7 w — V— 1 sin.7(o) 

G = 128 siu.w^ sin. 7w. 


Lo. Dcnique posito « = 8 prodifc 


hincqno 


2 // = -f 2r>6 sin. u3’*(c.os. 8w 4- - i Hin. 8w) 

4- 2n() sin. p/(cos. 8f/> — ]/— 1 sin. 8w), 

i7 «= 4- 2oG sin. CO® cos. 8co. 


18. Istos igibur valores por poriodos quadriparbitas progi’odioi 
quentibus duabus columnia iunctim ropraesentomua: 

y[ = — 2 sin. CO sin. w, 77 = — 2’* sin. (o'** cos. 2co, 

G = -f- 2®sin. CO® sin. .Scij, sin.n/ Cos. 4w, 

7i' = — 2'^ sin. i;/ sin. Tjco , — 2" sin.fo" cos. Gw, 

G = -[- 2' sin. tocsin. 7fo, //=4-2® sin.w® cos. 8co, 

/ = — 2^ sin. CO® sin. flw, /t"= — 2’” sin. co’'’ cos. lOco 

etc.; 

coDsequonter valor formulae propositae, scilicol cos.X(p sivo cos. 2. 
quontom seriem satis couciunam exprimotuv: 

j 1— 2 sin. to sin. co — 4 (y) sin. to® cos. 2 

+ 8 (y) sin. to® sin. 3co -|- 16 sin. to* cos. 4 

— 32 sin. to® sin. oto — 64 (-1-^ sin. ro® cos. 6 

+ 128 (y) sin, to’ sin. 7 to 4- 256 sin. to® cos. 8 


COS.2XO) = 


?. Aiitoqiiiuii hanc formulam maxirae goneralem ad rasus [>aitinilaivs 
Lnodomua, observationeni prorsus singalaren, eaniqaa .naxi.ni nuanonti 

'dium altiilissc oporae pretium est inde petitam, quod per evoUitioncm 
uioin sib 

,.,os,a;y. = 1 - ‘ J.V4 etc., 


nbiim polestaio.s pares ipsius x occurrunt; qiiam ob rein uecesse cst, ut 
ibrii sorio invnnta facta cvoliitione eharacternm (^) o))inos termini pn- 
has inipjtribus ipsiiis ;t; aflccti seorsim se mutiio destnmnt; qiiuie etiani 
bormini inde resultantes sola litteva x. allecti innctlnKpie snmtl niliilo 
.*i dohobunt, unde istos teniiinos ox siugulis chaiactevibus oviundos !iic 
ainuH: 


dat -p x , 

(1) - h - 

C) 

flat + Y ( y ) dat — 

, 1 

('x\ 1 

(X \ 


'1 ^ ) 

( fi ) ■ ■ 6 ' 

Kjf 

' 7 Vs ') 

1 ' .. 

^ - i - 



■ ■ !) 

\10/ JO ’ 

\nl 

■ U ’ Vl 2 * 


etc. 


8. C'olligainus igitur oinnes istos teniiinos ac dividendo per :r perveiiic- 
A H(‘quenioin soriein maximc 'raemorabilem: 


0 = — 2 sin. CO sin. w + ^ • 2" sin. cos.2a» + - ■ 2® sin. to® siu.3tu 

- -2^8111 [o*cos.4to — - - . 2® sin. CO® 3in.5a» + -' ■ 2® sin. (o cos.Gco -f etc., 

<1 6 

duas series inter se acquales deducimus, quao sunt 

2 sin. CO sin. co — -J- • 2® sin. o/ sin. 3to + \ ■ 2" sin. co^ siu. 5co — etc. 

I .2'‘sin.co®cos.2co- - 2‘ siu.co" c03.4<:o + J - 2® siu. to® cos. Geo - etc. 
:)rgo pulchovrimum theoreina condi potest: 


THEOREMA 


Be^^otanie to angulim quemeunquc (hiac sequentes scrias 


0 2® . 2^ 

s — V sin. w sin. to sin.to® siu. 3to 4- sin. w® sin. 5co — etc 

1 .10 

2- O'* oti 

t = 2 sin. to® cos.2to — sin. to* cos. 4 (o+ “ sin. to® cos. Goj— etc 


temper erunt inter se aequales, sive evil s ~ t. 


DEMONSTRATIO 


39. 


Hie ubique loco 2 sin, to scribannis littcrain h, ut sit 


b sill. Cl 

siu. 3 to 

+ 


¥ sin. 7 03 

+ etc. 

1 

3 

5 

7 

cos. 2 £0 

¥ cos. 4 63 

1 

¥ cos.Goi 

¥ cos. 8 to 

1 rtf Z' 

2 

4 


6 

8 

010. 


quaruin sevieniin sumnms investigomus nullo liabito respectu ad re 
quae inter litteriiB ot to intercedit, quam ob rcni nihil impodiet, ( 
Uttera h tauquam constans spectetiir; utriusqiic autem summa invou 
restituenius valorem assumtum 2 sin. to, atquc videbimus hoc cas' 
fntiiruin esse t — s. 


20. incipiamus igitur a serie priore, do qua observemus sumti 
to ~ 0 fore etiani s — 0, atque difl'erentiata hac serie reperiemus for 

= h cos. to — 6“ cos. 3to cos. 5 to — cos. 7 to otc., 

quae miiltiplicetur per 3 + 2ft6 coa.2to + &*; atque ob 

2 cos. 2co cos. nio = cos. (« -p 2) to + cos. (w 2) to 


obtinebimus scquenteni aequationem: 


f- (1 + 25& cos. 2a) -h h^) 

0(0 ^ 

= h cos. oj — cos.3w -|- // cos.5w — 6’ cos. 7w + h'^ cos. 9 a) — etc. 

+ // cos.Sw — cos. 50) -1- 6’ cos. 7(0 — h'^ cos. Oco 4- etc. 

-\- cos. (0 — cos. to "1- Cos, 3(o — b’’ cos. 5to -|- etc. 

+ 6® cos. w — cos. 3to 4- cos. 5(0 — otc. , 

as tonniois collectis naucisccinur 

— 4 -f- 26?) cos. 2co + 6‘) = 6 cos.o) + 6*cos.co = 6(1 + 66) cos.co 

dco ' 

10 erit 

_ ?)(1 -{- 66) 0M C08. o 

^ ^ ~ l 266 cos. 2 o + 6^ 


21. Simili modo tractenius alteram soi*iem, do qua iiotasse iuvabit sunito 
0 fore 


‘-((1 + 66 ), 

tS$ 


sit 



6 “ , 6 ^ 
i a 8 


-f- etc. 


a iain diircreutiationo prodibit 


«= — 66 sin. 2a) -{- 6^ sm.4uj — 6® sin. Go) otc. 

0(0 

iam itevuni utrinquo multiplicetur per 1 + 266 C0B.2aj -1- 6'* et calculus ita 
uetur; 

1 . — = — 66 sin.2u; -|- h* sin.4o) — 6** sin. sin. 8a) — etc. , 

C ' fi ? 

7j^cos.2a)- -= — 6^ sin. 4a) 4- sin. 6a) — ?)® sin. 8(o 4- ^tc. 

00 ) 

-j- 6® sin. 2 a) — 6® sin. 4a) -{- otc. 

4 - 6^ . — *= — 6® sin. 2(0 4- 6® sin. 4a) — otc., 

0 CD 


undo collcctis mombris nascitur haec acquahio; 


(1 -|- 2hh cos.2aj + ^‘) = — sin. 2w; 


consequonter erit 


df = — 


hhoio sin. 2w 
1 -{- 2hh cos. 2o) -|- 


22. Inveutis lus cluabiis forimilis cliO'erentialibus utriusquc 
investigcmus, ac pro priore quidcm ob 

dw cos. CO B • sin. to 

babebimus 

„ (i -f i&l 0 ■ sin. w 

^ 1 q- cos. 2f.) + b* ’ 

quae expre.saio ob 

cos. 2ty = 1 — 2 sin. cu^ 

transformatur in hanc 

n i{l + 66) 0 ■ siu. Q1 

* (1 + 66)^— 466.sin.a)^ 

Quia vero constat osse 

f = J 7 

ff—S9^s Ifg f~gz’ 

nostro aiiteni casu sit /’= 1 66 et g = 2b ot .^^sin.tu, 
integrale: 

^ 1 ^ 1 + 66 + 268iD. (B 

4 1^66 — 26sin, co ' 

quae forniula casu ai=«0 evancscit ideoquo constantis additioi 


23. Pro altera formula ob 

— aw sin. 2cu == ~ ^ . cos. 2w 

^4 



ubi numerator uequatur quartae parti differentialis denominatoris, unde 
gralo orit 

i = j / (I 4 - 2hh cos. 2tt) + h*). 

Nocosho autoni ost, ut, posito £o = 0 fiat 

t=^i(i + bb), 

atquo coniniode hie evenit, ut isto casu idom valor prodoat, sicque adic 
constantis non ost opus. Notaaso auteni hie iuvabit esse etiam 

/ ■= ^(1 -h hh 4- 2b sin, to) 4- + bb — 2b sin.w). 


24. TTis iani integralibus invoutis ob 

s = ^ (!(! -[- bb -f- 2b siu.oj) — | /(I 4" — “^b sin. to) 

erit ooruin difforentia 

t — 5 = 4- hh — 2h sin. to). 


At voro pro casu nostri theoromatis ost 6 = 2sin. oj, quo valore subs 
prodit / — s = -J n »= 0, quae est demonstratio nostri theoreraatis. 
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EXEMPLUM 1 


25. Oont-fimpJoiiJiir miDC otiaui nonjiiillo.s casus pavbicu 
quiclcin, si sumereinua w=«l80”, oiniios plane termini in 
Quamo))i’oiu iijcipiaimis a casii lo = J)0“ =-- , ubi (‘rgo orit 

coy.2tu = — J, = cos.() 0 }=^ — 1. cos.8(y = 

sin. CO = -]- \ , sin. .‘Iw = 1 , sin. bw = -I- 1 , sin. lu) - 

quamobroni series pro cos.i»:.T inveiita ovit 

cos... = 1 _2(|)+ 4(^)-8(|) + -32(f; 

quae series manifesto nascitur ox evolutiono potostatis (1— 
valores sunt. jLltcrnatim -pi cl — I, ifl quod ogrogie conven 
cos. U7?, siquidein ipsi x Inbaanbui* nuineri intogri. 

2G. Hoc autem caau binao illao series, qims inter so ac 
invoniinns, oi'unt 

2 + { ■ 2“ H- n -2“ + P 2= -I- etc. = - ^2= ~ ^ 2‘ - ‘ 

Cum autem baoc series iimximc sit divergons, nullum com 
cum veritato oxpoctarc Jiccfc, quod quidem maximo pamdoxon 
noviinus utiquo dari eiiisinodi series divorgenies onincs tci 
liabontes, quaruin suiimni tamon non solum sil mdla .sod ad( 
torum verifeas in siiperiorc Uieoremaio iam solidissiine ost do 


EXEMPLUM 2 

27, Sximatur nunc w = 60® == , orit 2 sin. w = b =l/-J, 
Turn vero orit 

sin. 3«j = 0, sin. 5w = — sin. 7w = -p , sin. Of 
cos. 2oj = — 2 , cos. Au) = — , cos. 6co = 1 , cos. 8co = 


Brgo scquentem nanciscimiiv seriem*): 



Lutem binao series pro .s ct i inveutue lioc cnsu orunt 


_ 3 _ 27 81 7‘Jif 2187 

~ 2 2 • T) ~ 2 -7 2 • 1.1 2 • 13 


2 i* gg= • "4^ — ’ * “4“ otc*j 

f, 7 ^ 11 ~ 13 17 le ' ’ 


^oro 




27 


81 


213 


7211 


... _1. 4. _L " — 

2-2 2 -1 1 ' 2 • 200 102 


' ■ (.‘tc. 


2 / = - 


3' 



3« 

3 


K 


3'’' 

lb 


:i« 

c 


— etc., 


ergo duae series ceito sunt aequales, otianisi lioc abBurdmn videri queat, 
rei causa in eo est quaerciula^ quod iiao series sunt divorgontes. 


EXTOMPLUAl 3 

>8. Sumatur oj = 4.'," = ” , eritque sin. oj = ideoque h = V2. l.'orro 
notetur esse 


1 1 ^ ^ 

3a)= - , sin. 6w«= — , sin. 7w , , am. 

y2 V'2 K2 y2 

cos. 2a) — 0, cos. 4uj = — 1, cos. Gw — 0, cos. 8cu *== -f- I otc., 


etc., 


L) lOditio princeps: 




SI 

2 



+ otc. 


29 * 


0. It 


unde series nostra principalis orit 



Haec autem series adhuc cst divergons. Iliac auL(3?ii diuui 
aequales esse osbcndimus, ita se habolnint: 

_ 2 __ -1 8 ](i _ ;!ii _ fJ'f 

^ ^ 3 5 ^ 7 a 1 i I :l ' 


sive 


•1 ~ 8 J2 20 2'j ' 28 



02 09 O't oS 

: -rr 


-!- (dr. 



4=* _ _ 4« 4' 

12 ]G"*~2d 2-i 28 


ubi nihil absoai occurit. 


EXEMPLUM 4 

29. Sit denique w = 30“ ^ ^ , unde ob sin. m oril 
casus ad series couvergentes perducet. Est vcro 

sin. 3w = 1, sin. im = ] , sin. 7w = — [ , sin. f)w = -■ I, 

cos.2w = co3.4w = — cos.6cy=-l, cos.8w=-~', 

etc. 

Hinc ergo nostra series exit 
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ao uxprossio commode in toruas sequenfces series deconipotiitur 


TTX 

COS. = < 


I ) + (i^) + 

2 ((t) (I) + (7) + Q + + etc.) 

-Q + (”) + ©+ o^c.) 


U(?)+(: 


lao autoin snrios s ot. t hoc casii onmt 


J 1 , 1 . j 


' 1 i , -I .1,1 1 

:-i y ■ 5 2 - ■? ' fl + 2'. 11 2 ; J y ~ 

^ 2 • 2 2 ■ 4 (i 2 • H 2 - JO 12 2 -14 "1“ 


1 C orgo orit 


•I ^ fi ^ (5 ‘ 7 


^ ^ • _i ^ I ^ t ^ 

8 “ 9 ~ 10 + TT + 12 + 


icque soriom, cuins summa esfc ^-= 0 , hoc modo in tres sorios rosolvore licot: 


0-^-< 


■I "*■ 7 




L -), i. 

10 ^ in 


“ etc. 


_!_ -j- 
J 1 ' M 


- 2 (j- 


i 

6 ~ 9 


J_ 4 - J_ 

12 ^ J 5 


etc. 

etc.^ 


30. lilodom iilauo modo, quo supra seriom pro cos. 2xo) invostigavimus, 
m sorios pro sinu eiusdom angnli multipli oruitnr sequenti modo. Fiuga- 
ut supra, haec sories: 

sin.icc/^ - (I) A -h (I) 7? + ( 3 ) C'-h otc., 


quae afini])cr abvuinpitur, quotics a* denotat iiunuu’um intognim p 
Kvolvendo autem, ut iam supra feciiyius, litterao yi, B, C etc. ita ro 
expressae, ut facile pateat characteri rospoiidoro seriom 

jV= sin. nip — (*- ) sin. (n — 1) rp sin. (« — 2)(p ~~ etc. 
po.strcino mombro existente -(-.sin. Oy. 


31. Cum iam sit 


erit 


sin. Xip == 


ay-i’ 


2NV~i 


+ - (”)/" ' + “■ «*-c. = (p -- 1)“ 

- ?” + (l>-‘ -(“)»"-’ + etc. = - {,y - 1)« 


At vero ex suporioribus manifestum est loro 


p — I = 2 sin. u) ]/ — 1 (cos. w -|- -- 1 sin. co), 

g — j = — 2 sin. w / — 1 (cos. w — V — I sin. w) 

ideoque 

~ 1 = ( 2 .sin. CO V ~ 1)’* (cos. mo -1- / - 1 sin. nco) 

— (— 2 sin. to y — ly (cos. M to — [/ — 1 sin. n co), 

ubi notandnui pro quatuor ibvniis, qnas littora « haborc potost, loro 

Si« = 4i^ 2 ^= (2 sin. to)" siu. a to, 

. . w = 4 i ^ 1 ^ giji ^ ^ ^ 

. . H = 4 i _p 2 , iV = — (2 sin. to)" sin. n to , 

. . nr= 4i ^ 3 ^ jV= _ (2 sin. to)" cos. mo. 


32. Quodsi igitur successive littenie n tribuaiifcur valores 1, 2, 3, 4 etc., orit 

j\ = .\-2 sin. cu cos. to, B — 2* sin. or siii. 2w; , 

C ■■= — 2^ sin. (u^ cos. 3tu, i) =-= 4- 2^ sin. (o' sin. 4oj , 

jij = ain. w^’cos. ow, A’ =- - ■ 2" sin. to'' sin. (Ito, 

0 a’ sin. (i)' cos. 7 to, // =■■= + 2'* sin. n/ sin. Sco 

etc. ; 

aquontor series quuosii.a pro ainu rcstituto loco (p valoro 2u) iin, so halielaii. 



H- 2 ( 

'^ jsiii. fo cos. to — 


) sin. 

o 

(V 

sill. 

2 CO 


- 4 

j sin. to® cos. 3to -|- 


) sin. 

co' 

sin. 

4 CD 

sin. 23;a) = \ 

+ 32 ( 

■ j sin. CO® cos. 5to — 


) sill. 


sin. 

{» to 


- 128 ( 

^ j sin. to’ cos. 7 a) -|- 

ii 

) sin. 

to" 

.sill. 

8 CO 


etc. 



COMMENTATIO 
m FRAGTIONEM CONTINUAM 
QUA ILLUSTRIS LA GRANGE POTES^IL 
BINOMIALES EXPRESSTT') 

Convontui fxbibiiifc dio 20. Mnrtii 1780 


G'ommentntio 750 iiulicis ]!)Ni;sTROB>n.\Ni 
M^uoiri'S du raoatWraio dcs scieiicos de St.-Polorslioiirf^ (I (IH1:J/I l), IHl 


1. Iste vir illusfcris haiic potestatom biiioinialoin (1 -j- a;)" m 
siiigulavi ox eins differcntiali logarithmico in hauc iVactionoin i 
vcrtifc: 


(I + ^)-=l+ --- 

I -f 


(l — jO.-c 
o . 1 . 


3 + 


(2 — n)x 


2 + 


( 2 - 1 - 


5 -}- 


(y — 7i)x 


2 -1- 


(3 -1- n)x 
7 + otc. 


quae oxpressio hac insigni propviefcato gaudot, ut, quoties oxp 
munevus integer, sivc positivus sive negativus, abriimpatur 
liuitam redigatur. 


1) Viclo Lauranoe, Sur I’usaffc dcs fractions continues dans Ic a 
(Nvuveaux Mmoires de VAcademie roJjalc dcs Sciences et J]eUcs-Lct(rcs de Be 
Oeuvres de LAUHAnat:^ Tomo quatrimne, Paiis 18G9, p. 301—882. 


2. Qnoniam lificc fractio coutinua non lego unifonui, yed iiitori’iipta, pr 
■editnr, cam ad legem uniformem revocenuis, id quod comniodissinie fiot, 
im seqnenti modo par partes repraesenfcemns: 


(I = 


.1=1+ , 

-yp 

/>’ = a ~L - . 

^ o a. «)ir » 
1" , {a-l-Hia;' 


i) = 7 + 


(4 — «)a; 
+Vi);c ' 

2 4- 


etc. 


Jlinc igifciir per reductionora habebimus 

A =1 1 I (1 — ii)x (J —nn):t:x :2 

27 i 4 (1 -h »)x ~ ' 2 ” 2 j)* 4. ( I 4- h) .r 

1 I I = •' 


mill modo orit 


p __ I (2 — »)6'3: (•l~nn)x-a:: 

2C + (2 Tn)^ “ 2 ■ 2‘C;'-h (2 + m 


)dem modo babobimus 


2 

M)a; 


Q I (2 ~ n)x . («M — 4)a;.r: 4 

5 + (+-).' 


^ , (3 — «)/)a; ^ , (3 — {d — nn)xx:^2 

■*" 27)'-p (3 + n}x ® + 2 2i 


iZ) 4- (3 -p n)x 


^ , (3 — n)ar , (nw — 0)a:a::4 


ita porro. 

LiioNitAnni Eui-Rni Opora onmia 1 18* CoinmontationoB aiwilylicao 
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3. Quotlsi iam hos valores online loco yl, />*, C otc. suijstifcuam 
tio coiifcinua scquentem iiKluefc formaiii: 


(1 + r.)" 




I 4, ^ 


.'Kl + ia:) + 


(«)2 — ■l).r.r:-J 


.4(1 -I- .V.r) -1- 


(nn — 0)xx‘: A 


7(1-1- lx) -i- 


{nn 


4. (^no hiiic fractionos partiales abigamus, statuainiia x = 2y, 
ciscamur Lauc oxpressionem: 


(1 + 2yT = I + 


I -I- (1 - n)y + 


(«H — [)yy 


3(1 -h y) -)- 


{nn ~ ■\)yy 


quao forma facile transmutatur in liaiic: 


0(1 +y) + 

'■ '^7(1 + ,/)+ „( 


— ? =! + (]_ . («» -')yy 

^ Ho+./)+fr-'r 

Addatur utrinque ny, ut producat 


»y( l + (1 + 2yp) OvV 

3(, ;;; + («» -%L 

•')(l -|- y) -f otc. 

quae expressio iaiji ordiue satis regulari proccclifc. 


0 . Uividamus iam utriuqiie por 1+//, ot inombrum Binistruiu o\ 

ny (J -f- 'iyY'jrJ 

(J -H S)/)"- r 

Kx paift! dextra auteni singulao fractioncs supra ot iufra por 1 + y 
tur prodibitque haec forma: 


0. Hanc igitur expressioncm flemio ad inaiorom conciimitaiom rcdnc 
statuondo j — ita ut sit. 7/ = ^^ . Hoc autcin modo niombriim 
strum ob 

l-H2?y= li;; 

accipiofc hanc formaiii: 

Kr[^ + _5);;_+_(i - e)"] 

' (1 -b^)"- (i' ' 

quod ergo aoquabitnv huic Practioni coutinuae: 


1 + 


(»»l — \)bb 

3 q. 

- |_ 

7 4 

'* 9 ^rsic. 


(;|uac, ob elogantiam, summam afetontionem morotur. 


7. Nunc igitur per se manifostum ost istam oxprossioncm seinpor al 
abrumpi, qnoties fiiorit numerus intogcr, sivo positivus sivo neg'ai 
Kvidons autom ost otiam iiicinbruin sinistriim oundem valorem rotinerc 
iamsi pro « scribatnr — n. Hoc onim facto evadet 


(1 

quae fractio, si supra ot infra per (1 — multiplicetnr, induct hanc forr 

- u0[{i ^ + ^ + sf] ^ +.gr+ ( J --g)”] 

+»)“ (1 + - (f — 0 )” ■’ 

(]uae ost ipsa oxpressio pvaecedous. Sicque porindc ost, sivo litterao n 
positivus sivo uogativus tribuabur. 


8. Ita si sumamus h =« ;> 1, fit membrum sinistrum ==*1, qui otian 
valor dextri. Porro posito membrum sinistrum ovadib =1 

membrum vero dextrum fit etiam =» 1 -f- 0 ^;. Simili modo siimto n =» 
pars sinistra, ut ct dextra, fiunt 


so 


9. nine autem nonnullas concliisionos niaxiini momen 
prouti exponeuti n ti'ibuatur valor vel evanescens vel ir 
autem cases, quo litterae z clatur valor imaginarius, percl 
conclusioooni, quandoqiiidom ipsa Iractio continua iiibilonii 
a qua igitur conclusione iuitium sumamus. 


CONCLUSIO I 


QUA t 


10 . Hoc igitur casu fracLio continua haiic liabobit form 


^ — i)ifi 


3 _ “ ‘0^^ 


^ _ («w — _ 

^ (HJi— 16 )^i 


9 — otc. 


at voro pars sinistra nuuc orit 


+_</- 0 " ^1 - tV- if 

(i + i)" ,)" 


quae uou obstantibus pai’tibus imagiuaviis corbe haboro clobc 
quern ergo hie investigomus. Huiic in (inem ponamus t = 
t => tang. (p\ turn igitur erit 




aimiliquo inodo 


/j _ C®”®- 95 — |/— [ sin. g>Y __ cos. Hfp — ]/ — 

' cos. <p" cos. (p' 


His igitur valoribus substitubis nostrum menibrum sinistrun 


2ttl/— 1 • tg.9 ? cos . iitp n tg. (p cos. nq> n tg. q> 

2 /^ •sin.«7-. Bin.nq) tg.nq) 


nt 
tg. n 




(WH — i)tt 

,j _ («>^— 4)« 


7 — otc. 


Ljitiir l)oc jnotlo ropraeseiitari poterit: 


tg. IKp = 


(h» — i/w 
y _ (»» — -iUi 
- _ 

7 — otc. 


igo t)X]iro9Hio commode adhiberi poteafc ad tangentes anguloram luulfci- 

por tangentem aiiguli simplicis i exprimendas. Ita si fuerit a = 2, 
nuH 

?iiodo si erit 


tg. S(p 


St __ 

I _ L i — 3(r 

3 - il 


c casus rriaxime notabilis se offert quando exponens n accipitur in- 
arvus; l.uin onim erit tg.n(p = n(p, ergo utrinquo per n dividendo 
ista (brma: 




- 

7 + etc. 


ctioue continua per tangentem i ipse angulus exprimitur. 


Consideremus uuuc casum, quo exponens n accipitur infinite magnus 
angulua (p infinite parvus ideoque etiam eius taugens t infinite parva, 


ita tamou, ut .sit ntp = 0 
fractionein continuam'): 


ideoqiie otiani «f = c/; turn jgitur 


tg.^ = 



3 - 


00 



qua formula ox dato angulo 0 oius tangons detenninari p 
exprosjiio tauquam rocipvoca praccedonfcis spoctari potest. 


CONCLUSIO II 

QUA KXPOXENS n EVANESCENT ASSUMITUI' 
KU IloR ovgo cusii fractio coiiUniia ovit 


■; _ fzz 

‘ 9 — Qtc. 

Pro parte sinistra aiitoiii notanduni ost esse 

(L+i)'.-: <_,(, + ,) 

idooquo 

simili niodo orit 

(1 — £r)"= 1 + «/(! — 2), 

unde membrum sinistrum evadet 

[2 + + «) H- «/(l — «')] 20 

"hT(i“+7) - ■■ 

^1 — z 

l) Ilauc frnotionom continunm iain piidoiii a colcbenimo J. H. Lamu 
(\ c li'Ae.i<16mio do Borlin, anuco 17151 (1788) p. 288) Euiekos ipso su 
taliono 594 (indieis Enwtroeioiani), LEO^jiAnDiEuirru Opera omnia, vo\. Iis, 


ergo haljobiinus istara formajur 





L 




» — 


• 1^0 


9 — ote. 


quc ipso logarithinua seqnonti luodo cxprimotur: 

/L+ ^ 

L — 2 ^ e2 

.j 

r» — etc. 


GONCTiUSIO III 

QUA yUMlTUU EXimiDNS m INFINITE MAGNUS 

14. Hie ftvgo, ut. fractio confciiuia (iiiitum aortiafciir valorem, [quod fieri 
iit,J nisi quant, itus ^ infinite parva stat.uatur, ponatiiv 7iz = v, ut sit ^ 
e nostra 1‘racUo continua orit 


1 + 


vv 


a + 


ov 


Vlf 


■i 1- • 


' 9 -h otc. 


moinhro autein sinistro constat esse 


lique modo 


membruin sinistrum 



habebit banc foriiianr. 

V {e’’ + e'Q __ -U J.) . 

■ fc**— 1 ■ » 


quam ob rom babebimus banc memorabilem fractiouem cont 


_ 1 M 

a q 

vv 

0 H 

7 -f- 

9 -j- otc. 


cuius valor transcendens etiam hoc modo per series solitas 


14. --^ 4 . J J!l_ 4 . o(n 

2 j • 2 • s • 1 ^ 1 . 2 0 ^ 

VW V* , tl* ' ” ' 

+ rs:3 + iT2/:.:v6 



DE UNOIIS POTESTATUM BINOMII 
EAEUMQUE INTEEPOLATIONE‘) 


Coiiventui oxliibuit dio 3. Ocoombris 17R !. 


Commynlatio 768 indiciM Knbsthokmmni 

imoiies do I'acatloniio dos sciences do SI.- I’dtorsbonrg « (18l0/iJ0), 1824, p. 57—70 


lijvolutionom potcstatis (1 -f- ;c)’‘ serjiienti modo por iclonoos cbaractoroH 
ipntemiifl: 

isti cliaracfccroa imcinulis inclusi 


O' (D- Q otc. 

rofoi’aiit. Erit ergo 


1 gonere erit 


/»\ ^ a ^ n — 2 3 ,1 _ j y i 

\fl' 1 ' 2 * 3 * T” ~'rj ”* 

ConFov Imc cuui dissoi-tntiouo Commonlationes 19 ot 421 indicis Eneistuobmiani : Z/:oa'- 
'LEHi Opera ommii, vol. lu, p. 1 ot vol. Ii?, p. 3l6. C. J3. 

\ni)! Eulkiu Opera omnia Iio* CommenlationeB analylictie SI 


negativi acciiHimtur. Uetoriini pro casu = o pu. .-.u- in... 

fjiquidom liinc primus toniiiniis potcsl*atis ovolutuf 

2. Cum ipsa evoUilio potesUitis (1 + '£)" alias potestato^ 
volvat, nisi tjuanim cxponeiites sint nuineri infcegri posiiivi, 
iuteipolatinnom admittit-. Interim iaincn si banc lorniani 
tioneni niinierorum )/ efc q spectenius, ita ufc, si q consvde 
cuiusdara curvac, eius npplicata ait milluin esfc diibinni, 

quandiun legem contiiiuitatis sit hahitura, tpiam ergo hie inv 
Principiit autem interpolaiionia ex sevio byporgeometvica VV 

1, 2. (J, 24, 120, 720 etc., 

ivpctere conveniet; quaudoquidoni evoliitio nostroniiu cliarai 
finitate cum Iiac serie est pruedita. 


8. Quoniaiu quilibot terminus serioi hyporgoonuitricao 

volvitur: ni, eius loco bi-ovltatis gratia scrila 

dein isia tbriiia taiiquam certa fimctio i|)sins m spcctari \ 
iuterpolationem iam prideni') docui atquo denionstravi osso 

y ; A = 1 Kti et (/) ; - 2 = 1/ 7r 

denotauto n peripheriain circiili radio 1 dcscripti. At si al 
luti ", ^ etc. sumautur, valores continuo altioros quaiitita 
rccjuirimt; quamobrein, si nostros cluiractercs ad hiiiusnu 
rovocaverinuis, interpolatio nulla amplius laborat difliciiltat 

l) Coufor Comiiicntationom 19 inclicis lONKSTuouMiANr, § ITj ot ^ 2J; 
tionom ■121. §1() ot § 28: Lkoxuabpi ISiu.Kiii Opera omiiUi, vol. hi. p. 153 o 
et 332. 0. 13. 


PROBLEMA 


■i Valorem churacteris (“j ad tcrminos proyrcssionis hyperyeomalricae ren 

SOLUTIO 

Cum sit. 

/»\ _ «(^— j)(« — 2) {n — q -r l) 

\(jl~ \- 2 i- q ’ 

ab vero ox progrcssiono hyporgoomotrica sit 

(p : n = n (»i — 1) (« — 2) • • • 1 , 

ea itn reforri potest: 

(p : n =-- n [n — t) (» -- 2) • • • {71 — q -}- \) x hi — q)(7i — q ~ 1 ) • • • 1 , 

undo pat(5t luiniovatoroni nostrae iVactionis cssc 

q): n 

(f) : (n — q) ’ 

quHiiiol)reni, cuni clononiinator spoiite sii (p : q, valor nosLri clianLCtovis 

tp : M 

(p .q X(p :{7l- q) 


COROLIiARIUM 

5. (Juodsi orgo loco « scribauius a -h C't. a loco //, liabebimus 
aequatioiiein : 

/ft ^ g> : (ft + Z') 

\ a ) q) : a X (p ■ f>' 

in qua formula litterao a et h permutat.ioncni admittunt; undo conck 
semper fore 

(•+*)-{"*) 

81 * 



imilo (Induci possunl sequentia theoiemuta notaiii maximo dign 


TPIEOREMA ] 


G. Qmcunt^ue mimcri pu «, h el n acciinaninr, semper hacc 
liabebil: 




OEMONS'i'lU'l’IO 

Loco n sciibatur et cum sii. per suporiocoiM I’od 


/a + // + c\ ^ ,j. c) 

n / ip ■ a X <n : (0 -\- 


atque 

productum fiet 


V (> / ^ / 


ip ■(iX(p:{b -I- c) 

- 

b X (p : c' 


fa_±_b±y\ _ fp ; (a _f. j q. 

' " ' ^ ^ ^ <P ■aX(p:hXq> : o' 


umh imtot littcras «, i, c pro iubitu inter se ponnutnvi 
(i-h b-j- c restituto « erit 


POHH' 


ufcraquo eiiim pars aequalis est huic formae: 


^j.n 

^•aX(px}i c ' 


THEOREMA 2 


7. Mud productum cx (evnis characterihus 

r cundm valorem rclincl, ulrAtnqitc liUenic a, h, c inter se pcrmutcnlur. 


DEMONSTRATIO 

Por rfiducUononi onim ad soricin hyporgcoinetricain habebimus 

/ « \ ^ _ jpin __ ni — «\ _ 9> : (a - «) 

Wi / 93 : « X fp : (a — a) ’ \ h ) (p-.b X tp {n — a ~ hy 

hi — a ~ h\ _ q): (n ~ a ~h) 

V c ) (p : cx ip i {n — a — h — c) ’ 

productum propoaitum reducctur ad banc formam: 

*p : 

(p : a X (p b X rp: cx tp : (n — n — b — c) ’ 

expreasio mauifesLo eundem rcUnob valorem, utcunquo lifcterao a, b, c 
ao povmutoutuv, quod cum pluribus modis fieri possit, otiam plura huius- 
productiL inter sii aequalia oxhibori poterunt. 


COEOLLARIUM 

i Hoc modo ulterius progredi licet atqiic domonstrari poterib istud pro- 
m 

tno eundu)!! valorem rebinere, utennque litterao a, Z>, c, d pormutentur. 
enim valor semper erit 

(p : ft 

cp aX (p '^b X tp cx q) dx (p ‘.{ft — a — h — c — d) 


THEOREMA 3 


9. Hoc produvtwn: (J|)(“) semper aeijmfr. esf hnic characleri: 


DEMONSTRATIO 

Cum onim sit. por reductionoin ad niimoi-ns h^'pcrgooineti'icoH 

\h) 9> : X (p : (« — ?>) 

et 

//A ^ 

V tt / 7> : M X (p : - «) ’ 

nmnifesto osi^ 

. . ‘ 

Xy) \a/ tp : (« — ?j) X ip : [b -■ a) 

Turn ven) simili mode oril 

/ 0 \ fp : t> _ 1 

\n — h) (p : (ft - • 6 ) X «p : (h — /t) (p : (a — b) X </> : (b — «) 

ob node se({uitur 

}iincquo patet hoc pi’uductum soiiipor uiliilo uoquari, quoties a — h 
inorus integer. 


SCHOLION 

10. Hin pi-acmissis sit fovimi. generalis oinniiim luiins gonor 
tionnm, (jiuis hie evolvcre coiistitni, ubi P ct Q denotent uninoro.s q 
qiie, sive intogros sivc fractoa sivo negativos sivo positives, ita nt 
I'ormula infinities-infiiiita multitiulo casiinm contineatiir, atquo iain not 
(iuotics dononiinator Q fiierit numerus integer po.sitivns, ovolutionom 
semper inatitui posse; unde has formas: (y) pi-o cognitis liabobimiis 
que ope rcliquos casus ad maioreni siniplicitatom reducoro conabini 
quenti autem thoorciuato numoviis omnium casuiiin ad semissem I’cdi! 


TKEORKMA 4 


11. Omtu-s msus f/ukis fontme: [actllime rcduciinUo- ad rasas, quihus 

3 maior quam P. 

DKMONSTIl^VJ’IO 

Pouaiur onim Q =■--- * P~ s, eli cum sit iu genorc 

(:)-(.'„)• 

irit 



icquo omncs casus, quibus Q superatiu* ab I J\ prorsus coiigvuunb cum i 
[uibiia suporat 1 P. 

COROLLAIUUM 

12. Si ergo coucipiatiir curvji^ cuius ab.scissao x mspondcut a^jplica 
' = turn applicata abscissae ;c = * a siniul erit cliamoter curvao, qxiaiul 
uidcm biiiis ah.scissis x= ^ a -{-I oi» x= I a — f aequales responclont app 
atao; undo sufficict altorain fcantum lucdiotatein ciirvju! determiiiassc. 

SGirOLlON 

ly. Cum igibuv hoc modo omnos casus in formula coutonli ad f 
aissom rcdigantur, in scquoiitibus ostoiidain, quomodo inl.ia miilto a.rcfcioi 
iiuites compiugi (pmaut. Si scilicet Uttorae et n donotont muneros iutogr 
losifcivos, Iiaoc formula gcnoialts: semper rciduci potest ad tiniic fc 

uam: i,})j valor factoris M absolute assignari potest. Hoc igit 

Qodo forma nostra geiioralis semper redigi potci-it ad talom; in q 
iiimori p ot q ijitra lijiiites 0 et 1 siib.sistaut. Quin otiujii redigi possexit iut 
imites 0 et — 1. Huic igitur voductioni inaervient seqnentia probleniata, qr 
um solutiones his leuimatibus inuitnutur. 


14. Cum sit 


LEMMA 1 


crif 



_ <P ■ {P±J!!)_ 
q-, ■. m X (p •. p ’ 


• (/^ + = <p : m X(p: p X 


P + 
m / 


ruius characferis valor ob m numerum inle(jrum positivum sempvr nh 
pofrrit. ICodem ufitur modo crit 


‘Z' • (y “T «) = (p : n X (p : q X 


fj + n 
n 


15. Cum sit 


concludifur fore 


Modem modo erit 


LEMMA 2 


\mJ fp : m X (p : {p - ni)' 


tp : (p — m) •■= - ^ 

q> : m 



(p:{q — ii) = 


9 • ? 

fp : 11 



PROBLEMA 1 

16. m,,c formukm: 
rcducere ad lianc simplichrem: 


inimc.rum 


inlo.fjn 


SOLUTIO 

Per reductionem nostram gensralem ad iiumero.s hyporgeoiiK 


si i;im hie ox lommate priiiio loco y : (i> -f >») eh (p \ [p 
itiiamus, prodibit 


igiiur sit 


)imus 




(V 



ip—Q -t- 
\ m 


<P'P 

(p'gX(p:{ii-q) ~\q)' 



<j “h w) valorcs 


PUOBLWMA 2 

17. Hanc fonmilam: sil numeruit iulcger ^^osUivus, reducere ad 

m ^iimplmorem ( ■ 


SOLUTIO 

Kcductio nostra statim praebot hanc aeqiiationem: 

A’ . “ . !P.' t: 

V (j J (p : (j X rp : {p — <J — W) 

am loco fp : (p — m) ct rpi(p — (/ — «0 valores ex lommale seeimclo siib- 
intiir, ac reperiotiir sequons expressio: 

fp-g] 

/p_ 7 - •P' P _ x-L ’« \ 

\ (J ) rp:qXq}:{p-q) 

cum sit 

_ 9-£_ 

(p-UXrp:(ji-q) 

habobimus fbrmam: 



NiiAiiDi Eur.i:iii Opera omnia Iio* Cotmoenliilioiiea nnalyUcao 


32 


SOLUTIO 


Heductio nosU*a hie j)raebet 

( r*. \ 

J- «/ (p: {fj -f- n) X(p:(p — fl- n) 

lam ox Icinmabo prinio loco (p:(q-^n), ex secunclo vcro locc 
valoros substituaiitur prodibitquo 

( . ^ _ L X I- 

-f- ??/ q) •. q X ip •. {p — q) \ 


PROBLEM A 4 

19. Hanc forimtlaw: dcmtct Hitjucrant intern 

formapi simpliciorem reduccrc. 


SOLUTIO 

Pov Yccluctionem ad nunieroa hypergeoinctricos ovit 

/ P_.\ . 

\q ~ ii) (p: {q - u) X (p : {}> - y -f n) 

Qiiodsi iara loco (p :(q — w) ex lommate sccundo, at loco cp 
lemmato primo valores snbstituantiu', residtabit expressio 

/_ _?i. \ ^ @ ^ . _(H _ 

\q — u j ip :qX ip: (p — q) p' - q + » j p) q -f n 


20. Si fucrit 


PROBLEM A 5 



u/,9 valorem ad have formani reduccrc: nhi 71/ ahsohde assigvarc lice 

ude quod m et n sinl mimerl intcifri posUivi. 


SOLUTIO 


Ex problomato 1 invonimus 




(V - 1 - ni\ 

1 m _ ± 

\ -q -) 



V <7 


iiodsi iam hie loco q ubique scribiimus (j -|- n, orib 


^ •' X / J’ 'l . 

q -I- )i / "ij V/ "H 


ic loco valorem ox problomato 3 substitiiamus, quo facto fielj 



^ 1 

1 

(p -1- »» \^/}»- 

[ ,rj 

f 

ro 

\q -\~ n ) 

'p't. 

9 — «+>«\ ^ /9-hv) 


1 

\ 

in / \ 

« ) 



bi igitur erit 






liua valorem ob m ofc riumevos integros positives semper absolute nsi 
iiare licebit. 
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PEOBLEMA 6 

©-Si-::)' 


21. St fuerit 

©©? 

eiics valorem redncere ad formam 


SOLUTiO 

Ex probleinate primo cuu\ sit> 


/i>-f »i\ ^ \ j„ J _^(P\ 

\ <1 / 


hie ubiquo loco q sevibatur q — n, ut prodeat 



{p-\- m\ 

n> + w'j 


\g — 11 / 



\ "in' '") 


atqiio hie loco valor ex in*oblemato 4 subsfcituatur, quo fa 

nostra hanc impetrabimus expvcssioueni : 


— n/ (p~* 




\ w ) 


Ip-q + n-^ 

V vt ! 

' \ n ) 


PEOBLEMA 7 

\qJ \n + n)' 


22. Si fuerit 

\qJ \2 + 

eius valorem reducere ad formam M ■ 



SOLUTIO 


In problomato 2 invonimus 



•i Hi looo q scribainus q n ovieliir fbnna proposita 


,p — q — H\ 

'« P V 


ino Hi cx problcniiite loco viilor substituatur. 


orici.ur expvessio 





1 \ W / \ « y 

X 

\ 7 H- n } 

O-CP) 

\q' 


23. Si fuerit 


PROBLEMA 8 


:.s valorem ad formam simidiceni rcducere. 


SOLUTIO 

Suniatur iteruru ex problomato accundo expressio 



Ill lUOU ij buxiuuvui y — /r, uu uiiciou 


lUi lUft tr 


- '«) 

\(j — n / 

uuile, aubstitnendo loco cliaracleria valorem pr 

turn, pvoGibil- 

\(f — Iij ^ ^<7 ' 

COKOLLARIUM 

‘24. Qnotiea igitvu* denomiuutov (^1 fuorit namenis into 
sivo ucgabivua, turn loco g semper statui potcrib 0, eb qi 

tali-s f'ormulan per nostras roductiones semper absolute 
einia in omnibus chavacteribua elenominatoros svmb vol w ve 
integi’i. Tantum igitur snperest, ut eos casus investigoin 
(luaepiani fractio sive posifciva sive negativa, quae [formula ( 
ad ubi q erit. iVacUo suiiplicissima eiusdem generis < 
minor; qiianiobrem totiim negotium eo redit, ut valor In 

indagobur, quando q est fvactio. Pro bis igitur casibns vale 
per formalara (|itandani integralom oxpriinemus. 



PKOBLEMA 

25. V((forem formulae. per formulmn iniegrulau expri 

SOLUTIO 

Hunc in finem consideremus banc formulairi: 


3 valor ab 3; = 0 acl a;=l oxtoiisus designotuv per A; qui cum sit cerfca 
tio ipsius q, piiia f:q, loco q liic scrilmmus y + I et A' = /':(// + 1); 

A - - A' = — :r)"' 

lie inodo ox quoviy casn numeri u roponefcur valor ipsius A pro casu 
1. Jiicipiaiuus a casu u^O efc valoi-es ipsius A pro soquontibus numeris 
I so habebuufc: 


<]{<} -b 1) 


^ ?(? + >X*/ + 

g ^ 

(li^J 'b i)('/'b 2)(f/ ~\- a) 

Hiuc iam inanifostiim osL foro in senoro 


' X. -- 

7 (7 +!)(<?+ -^)((/ *b iil- • -b 


'urn nunc sit 


/{? -b by ]) . J ) 

\ w / ’ i • 2 • 3 « 


as ost fore 


vicissim evit 


(j \ n / 


\ n / //A 


me g-\~n^p sivo ii^p — q, ut fiat 




et. cum iam sit 


concliulimus foro 

(V) = ^ , 

q J:f*''dx(l — xy-'‘ * 

it.'i lit valiu- Indus forniulae integrals ab a; = 0 ad oxiimBir 

nd valorum chuvactevis (■")■ 


COKOLLARlUiM 

26. Quaeciinque ergo fractionos loco p o.t q substihiant-ur, sm 
algebraica exhibori potest, a cuius quadratura, oaqiio doninlii Hcilii 
x = \, valor fovraulae (y) pendcat. 


SGHOLION 1 

27. Analysis, qua hie usi sumus, vitlotur qnidem tantuni loci 
ensibus, (|uibns « est immenis integer positivus, ucquo orgo ad t^a^ 
p — q est I'ractio, applicari posse. Veriuii ipsuui pvincipiuni ct 
applicationem ad uunieros fractoa satis coufirmaro vidotuv; inl.oi 
iuvabit consensus cum verilate in casu aliuudo cognito ostoiidiBSo, 
retur ergo haec formula: ({). ubi p = \ et ? = ^ eritque per rc 
genev.vlcm 

(p:ixq>:y 

tlimc expressio, ob (/.:! = t et y ; i)/;,, ovailit ^ Nunc igitiir 
mim ista expressio conveniat cum 



At vero iste denominator posito x = yy abit in 



Jonstafc autein, his iute^ralibus ab ?/ — 0 ad «/ *= 1 extensis, osse 


C '1 

J yy-j}/ 2 


efc fM. 

j y \ - If II 


re 


ta ut differentia sit | , idcoquo valor hie inventus egregie couvenit cii 
)raecedcnte. 


SCHOLION 2 

28. Quod auterii ad formnlain intogralcm aitinct, 

nnalysi patot eiiis valorenu ab rr = 0 ad a; =« 1 extcnsimi, (iriituni fieri ii' 
oosse, nisi sit ^ > 0 simulque — </> — i. Quoni.'nn rero in nosti’a potestu 
ist, istos nunioros ct fj, ad quos Ibrinulain gencralem radnxiimis, int 
iinitcs 0 ct 1 redigoro, formula integralis invonta semper ad oinnes pla 
;asns trau-sferri poterit. Cetorum iam manifestiini ost casibus, quibus Q < 
iiimcrns integer sivo positivus sivc negativus, evolutionem aebu iiistitui posf 
iocque etiain succedot casibiis, quibiis P — Q est numoriis integer, undo us 
lostrae formulae integralis crit aniplissimns casibus, quibus ncqno Q neq 
V — Q sunt intogri. Casus inaximc nicmorabilis hie ocenrrit, quando P t 
lumorus integer sive positivus .sivo negativus; turn oni/n, qiiaociinque fraol 
ji'o Q accipiatur, valor huius expressionis per poriphoriam circuli as 
^nari poterit. 

PROBLEMA 

29. Valorem formulae (yy], quoties P fuerii 'fumerus wicijer sive posilii 
sire veijalivns, ad quadrahtram circuli reducerc. 


SOLUTIO 

Quando P est 7iumorus intogor sivc positivus sive negativus, ista forr 
(omper reduci poterit ad hanc: ita nt^j — 0; sicquo per forniulam ini 

!;raleiH orit 

L . 

qf!tif~^dx{} — 

T.LONiiAnni TOui.kri Opovn omnia lio* Coinmcntnlioncs analyticno 




qiiamobrem hanc fornuilani iuti'gralem iiccuvatius ovolvaimi 
luiiic I’ormam: 

pOHlto 


. == ^ Sivo a; = , , ^ 

j - .T M- 


a z = (^ usque ad ^=t» extendi dubet. Ob 


KX _ de 
X ^ ^-n + 0 


vi ‘10 formula tvansimitatur in hanc: 


,) \ - z 


At. vero olim‘) osteudi Imius foriiuilao intcgralis*') 

J T-f-> 


valorem a .? =*= 0 ad ^ = co exteusnin e.sse 


.T 

. m % 
n sill. • 
n 

Kostvo igituv cabu evit m = q et u =» 1 , undo nobiviun ii 
quo substitute habcbiinua 

i siti.f/i-r 

qx 

sin. HTC 


1) Vide e. g. Coromenlutioiiem 2/54 indicis KNKsTiioiiMiANr, § -IG, 7 
omnia, vol. It?, y. 2G0. C. B. 

2) Eclitio princops: j conoxit C. 11. 



ula ilia ob ii\n.(pi = 0 sompcr in iiibilum iibit solo casu excopto q=--^0. 
imto autoni (j ([luisi infinite parvo ob sin.<^ 7 i «= (/71 cvit iitiquo 



lonKubnoduni r(*i nalura j)Ostuljil. 


COllOLLARlUM 

.‘U. Cum p(ir r(K{uctionom nostnim gcneralein sit 


1 ) ip : 0 r.-. 1 orit 


ON 9:0 

(j/ f/x (p: -</' 


(p:gx(p: — q 


sin. (jst ’ 


.a ut, quiomiquo valovos ipsi q tnbmint.ur. tam valoros (p'.q quam (p . q 
a (puinUtivtoH U-ausccuaeiitea superioinini generuni reterantur; interim tamen 
ovum j)ro(luctuni i)Or qiiadvatumm circnli oxpi'imetur. 


SCHOLION 

82. Cum sib 


w// qf3ft-'-cx{i — xy' '' 

liquidoMi hoc intogralo ah ®=.0 ad extendato si istos valorcs in thco- 

ninatibiis supra alia), is circa rolationem formiilarura (^) substituanuis, sequcn- 
,ia nanoisconu.r tlrcoron.ata pro relatione fnnnnlarnm integrahum, cinae 
miximo vicloutur memorabilia. 
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THEOREMA 


33. Si sequentia inteifralia ah x = 0 ad x \ exfemUmtur, so 
uvqualHtts suhsisiel: 

fsf-^dx[\ — xj-" X fx '‘ - ‘ dx (I — xy-^^'’’ 

— a:)"'" xjV-^dxiX — a:)" - 

COEOLLAIUUM 

34. 8i ill lalibiis foriuulis exponons ipsiiis x ovanoscat, iit hiUic 

f8x(} - x)’\ 

cius valor absolute assigmiri potest critquo At si expouo 

I — X ovanescafc, ut haheaoiiis 

dx , 

(iius valor manifesto orit sin antoni formula iiitogralis fuerit 

j “ ;r) "b 

eiua valor, ub vUUmus, orit — , vmde pluves relabioiiGS uotatu tli 
uutur. Cotorum hie notasso iuvabit, oxponentes ipsius a; ot 1 — x 
permutari posse, it4i ut semper sit 

j^a^dxO —xy=l^ x''dx['[ — xy. 

THEOEEMA 

35. Si omnia integralia ah x^O ml x=^ X extendanfur, prodneh 
tribus formuUs inteyralibus : 

fx°-'clx(\ - a:)"— — f'x"- ' 8x{l — a:)"-' 
semper eimdem valorem rctinebitj quonu^oennque Ulterae a, h, c inter se pe\ 


THEOREMA 

30. Si omnia intcuralia ah ;i: = 0 ad x = 1 exlcndimlw, pioducUim ex 
quuluor formidis integratibui semper ciindem vidorem rctinehit, guomodocunque iilfei 
a, li, 0, d infer se 2>crmufanfur, scilicet 


fx‘ X J‘a*-'0x{\ — .i;)"— 

X fx'' 'Sx{\ — :t)— -*-'x fx''-‘dx(l = 


COROLLARIUM 

3(ia/) Hit', ovidoiis onb iinmerum bilium forinuhiniui integmliuni contini 
ullorins augori j) 0 .sso, undo nnmerns variatiouuin, quai; in ainguli.s prodiicl 
lt)Cuiu liaboi'o [)Ossuiit, in infinitum oxcroscefc; nbi quidem observe, casn 
=jiinpli(;i.s.simufn tJieorGinatis primi prorsiis coiivenire cum iis, quae olim^) i 
l•(ilationo inter divorsas formulas integrales proposuorain. 


SCHOLION 

37. Onmia ilia intogralia iu hae forma genorali coubiuentur: 

f 7fdx{i — xy, 

[uani consi.at pluriniis niodis in alias formas transmufcari posse, dum scilid 
)inos expouontos 2‘> ob ? quovis iiumcro intogro sive aiigoro sivo minuore lice 
.tquo iutor lias divorsas formas sine dubio simpliciasima est ea, in qua is 
ixpouentos intra limibos 0 eb — 1 deprimuntur, qnam trausformabionem p( 
equontos roductiouos commodissimo insfcitui posse facile pabeb: 

1) In oclitiono ])iincipo mimonis 3G por oirorem bis otcurrit. C. H. 

2) Vido 0 . g. Coinmontiition&m 264 indicis Knestroemiani, § 40; LroffifAFOi Evleri Opet 
mma, vol. Ii7, p. 267. C. B. 


p -I- 1 


J 

I -M.P 5.(1 

^.(1 -: i : r '. 

Saeiieminiero otiam haec roducfeio, qua binac praccodoniiuni sin 
insiguein usiiin praestat: 

p — aj = q lx’'dx{[ — .t)''" 


PROBLEMA 


38. Describere Imwn aimm, cuius ohscissnr. x respomlvid ai 
uhi m (knoiet mimcrum integrum posiiivum. 


SOLUTIO 

Hie piiino iiivosfcigcntur applicaliU), iiuando alt.sciHsiio .'i' 
tribmuitiir, easqno immediate ox forma y = (■'") facile dolinin 

= = [j}= j., olc., 


douce perveuiatuv ad nbi itovum est Praolei 

omnes applicatae, quae respondent valoribus nogivtivis ipnius 
maionbiis quam w, evanesennt. At vero iani obsorvavimuf 
semi)er praeditam esse diametvo, quern praobot applicata ab.‘ 

respondons, unde snfficiet casus tantura evolvore, quibus x > 
At SI abscissae x valores fractos tribuamns, necosso ost 
l!"i> (-}) art lianc i-Drtncere: Q, quippe cuius valoroiii ostundi 


uod racilliino praeJitutiir opc mUiclAOiiis supra allaUio, qua osfcendiinus 




//) q- ?»% ^ 

\ 111 / / P\ 

= , , -xi ) 

\ q r 



; igiUir (iat. 0 et q^x atquo colligitiir 



(v) 

Hill. T.r ^ 

r" “ 

\ .1: / 

/ III — .r 

\ i« 

i 3rrr 

V ill / 


ormularu cvolvonrlaiu iiuicinn inl^jrvnlliim abscissae = 1 ])orciirrissn snf- 
, quem ill finC’in statuainus a: — « + 5, ita nt g sit iVactio uuitate minor, 
3ntG n lunnuro intogro quovis, entque sin. 7ir<; = + sin. 777, ubi sigmim 
si n sit numerus par, — vero si iinpar. Hoc obsorvato Imbeijimus 

sill, /m~n — q\ 

^ ~ '+ ?() \ m ' ’ 

la formula iaiii onincs valores intermwlii facile assignavi potorunf sic(iue 
curva erit clescripfa. 


COROLLA UlUM 

19. Hie evidcus ost istius cuvvac maxiniam applicataiii semper respon- 
absci.ssao x=^ I m, quae simul erit ciirvae clianiotoi’; cuiu.s dofcenninafcio 
asibus, qnibus m est numerus par, nulla hiborat difficultato; at si m sit 
rus impar, ista maxima applicata a cjuadratura circuli pendebit, quam in 
uto problemate investigomus. 


PROBLBMA 

:0. Investiyarc inaximam apjjlicttimn came modo ante descriptacy qtca absds- 
resqmideat applicata y = 


]iic mios (^asus <»volvi (ipi)ri-nini., m lu.in n'-. .vuui* 

Sil igitur pvimo (a-ii. 

/U 

cuius viilorGiu lain (Imhiiii'j rmi.sliil. |■(‘^iln■i ml Imnr i‘\[iii' 

1* - u • H) • I J ( I I 

l . ‘j . :i . I » 



Hinc onini patcl-, prd ra.sii '/ 1 Tom' M Si / 

i = ;i, cni. M'- 'iO d. i(.ii jau-ni. 

Al si m ruorii. muiioniH iMipar, iiniuifiii' m :*/ | I ■' 


qiii valoi’, si ad innnoros liyjau'gixiinidiicn.'i kmIih-hIui, (iri 


^1/ 


‘r i 1) 


uhi eat 
A.t cum sil 


(7 : (i I i))' ’ 

Ij' I-.- -r^ 


V"’.' ^ 


hincquo porro 


idooque iu gcnore 






I • :t • 





i . 


I) Vido (lomouHtruUonnm in ronimniliilioiifi f,7r, iti.|j,.i,, I'-; 
Ojwa omnia, vol. Iis, p. SfiS. (*. n. 


I Hi Il'iCM 


f /1 : (2 J + 1 ) _ li • ■! • r. • H 2 / X • 2 • 2 • 2 2 

(f : {> -f- ^ ~ (■■V 


(p ■. {-2 i -\- \) _ 2 

'PU'-l-'l!) Yn 


X'\ s. 12 . iG i;, 


xprossio (Icnuo per </?:(?■ ~h .!) divisa sul)iiiinistiul iHiain: 

f/> : (2/ I) _ • l(i . 24 . 32 Si 

(fp :(i - h {))- n'~ o' - 7 . !( CJi. + 1 ) ■ 

) casu m J orit i = 0 ot 


su m =* 3 crib z 1 cb 


T, 81 32 

'3 • 


15 U 7H === 5 eril/ i = 2 ot 


V/ i — 

^ 3 • 3 ' jt ~ jr,7t 


porro. 


PROBIiEMA 

.'Dcscriberc curoam, cuius nhscissis :v respondcant applicafae , dcno- 
i mmcnim quenwumjuc inteijmm posilivmn. 


SOLUTIO 


jc ipsii hac formula ?/ = ( sine difficiiltato olicinntur applicatao pro 
IS abscissis por numoros integros exprossis; erit ouim 




porro, quae ergo applicatao sigiiis alternantibus in infiiiitnin progrocU- 
Pro applicatis praecedontibus notetur esse 


= ™ ) = etc. 

\~ m/ \— JM — 1/ 


rAuin Eui.iuu Oiiora, omnia lifi'’ CoinnionlKiionos analylicao 



Jin lonmuam oupiii ui'.oiuuiuo -.oov. 



Quodsi iani bic faciannis ^> = 0 ofc 7 a', ei’it 



Quia igitur formula- semper ovanoscil, numorak 
iiuineros iiitegros pro x, nuiiqiiaiu evancsccre potosl,, ( 
tain y semper esse infijiitam, qui ost casus prorsus 
habentis applicatas bnitas, iiitor quas intormcdiao 01 
gnae; cuiusmodi casus mihi quidem adhuc iioiidinii c. 
tionc Geomctrarum hand indiginuu esso arbiirur. 


SEIUES M7\XIME IDONEAE P RO CIRC ELI 
QIJADRATURA PROXIME INVENIENDA') 

(•tiiiiinciifalio ^>0!) imlicis IOnusthor-mian’i 
)» ostimm I. p. :Jy8- LMIH 

1. Aiil-{'(iiiaiu Aualysoos infinitoniin principia essent perspecta, nulla alia 
ia raUononi ))(3i’i[)horiao ad duinioirmn oxploraiuli palcbat praetor consiclo- 
iliononi polyt^oiioniin circulo ciun iiiacripborum turn ciir.nmscriptornin. Ex 
no fonl.o priiTiiini Arciumedhs uotissiinain proportionom 22 ad 7, U\m voro 
Iktiks vnrjlfLti jiropioroin 3.”)r> ad llil olicuil; douce tandiun liUnoM’us a Ceulen 
an(‘ iiroportioncni ad of) jigunis in parbibus dcchnalibus prodnxib, quom atu- 
ondnin cb luob'.sbissiniuin lahormn coi'to vix ultcrius prosequi licuisset. Deindo 
nro, cum, Analysis inliiiibornm opo, sorios idonoac rationom diametri ad 
oi-iplioriain oxprimoulcH ossonfc cxliibil4i.o, multo minoro laboro ratio Ludoe- 
lANA mull.o longiiis, priino soilicob a Sciiarrio ad 72, bum vero a .VUcaiiNO 
d 100 ae iloiiiqiio a liAONio ad 128 liguras docimalos cat contimiata; ex qua 
i,tionc si circuinrorontia cireuli, cuius diameter distantiam stollarum fixaruni 
laxinie roniotaruin superaret, coniputarobur, no inillosima quidcni pollicis 
arte a voritato aborrarotnr. 

2. Assidui autcni lii calciilatoros, quorum industria sumraaui ineretur 
ludem ot adini rationom, oinnos usi sunt scrie, qua arcus circuli ex tangonto 
oliniLur, itU; ub [lOsiLa tangoiibo = i, radio oxistonto = 1, arcus respondons sib 

l) In Opci'iim posliimm Hin arguiiionto loco vorhi „iiivonion(la“ logiUif „invesligaiula“. 
oiifcv Imc cum diHHcrlaUono Commonlationca inilvciB KNBSTRor.MiANi 7*1, 12o, 275, 561 voluioi- 

urn pmocodonliinn, iiTi]>ri)iii8 autom Coimnonlftlionom 706 linius voluininis. C. 1). 
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(JUaU MUUtJri .w..... j - <_, 

diminuGfC licevet. Vevum cum liinc ratio diainetri ad poripl 
noqueat, nisi arcus illc ad totam periplieriaui assiguabilem et 
ratioijom, vix initiorem arcum in liiiiic finem accipero licot, c 
tangens cst undo (lenotante n periplioriain circuH, cuiii 

== 1, fit 


sen 


^ f 4. 1 4- ^ ^ 4-e 

+ 7 - 3 ^ ^^ 9 - 3 * 11 - 3 ''^ 

n = - -^3, + g-g., - -I- I 


Etsi onim angulus 18®, cuius tangens est sorioi 

reddat convorgeutoni, duplex tamou ii*rationn.litas culculuin tani; 
reddit, ut luillum indo coiiipcndiurn sporari possit, qiiao inolo; 
l)us angulis multo magis inci'cscit. 


3. Exercitatissimus efciam calculator Laosics, <{iii limu; 
gissime cst prosecutus, angiilum 30® aliis iiiiiioribns in hoc 
lerondum censuit; vonun antcqiiam ipsiiis .sorici tormiiujs ovo 
numero 12 nuJicom qumlratam iill-ra 128 fignras dcciinales ox; 
crat coactus; ({uom laborern cciie 12 horarnm spatio oxjKnli; 
qniu potius c-redidorim auctorom oi aliquot adoo dies insmlassc, 
sumiua, qua opus ost, attentio cuiu rclaxationoin turn revision 
ojieratiomim TOpetitiouein postulat. Hoc aiitoni laboro oxantlr 
265 torininos ad minimum ovolvorc dol)ebat; priino igitiir nu 
128 figuras oxpressum coutiuuo 265 vicibus per ternnrinin d 
ad quod negofcinm, si cuiusqiie figiirao invcntioiii cb scriptioni 
secimdiim tribuamus, quinque horae vix sufficiebanb. Heiiidri 
gnlos rospecfcivG per numeros iniparos 3, 5, 7, J), 11, 13 etc. divi 
quao opera ob divisores continuo maioi’cs ad nhiiiiniun tempi 
idcoqno 10 honu'mn postulabaL Doniquo additio cum tormi 
tivonim turn negativorum utvaquo seorsiin breviori quain qii 
spatio expediri baud potovat, sicque totus labor intra 37 bora 
diligentia ncutiquam potuerat absolvi. Nullum autem ost dubii 
temp us diiplo iino triple mains impeudevit. 


'T If 

-= Aiig. tang 1 = Ang. tang -i- Ang. tang 


pur cluas sorioa 



-f- 


1 




7.-1 a '^'u 


uni adoo prior nmgia convorgifc qiiani praccodons ox tangontc angnli 30® 
a; nofjuo hie. ulla oxiractiono radicis opus est, quao sola in calculo prao- 
iti lai)oruin 12 horarnin poslulavcrat. Doiinlo priores utriusquo soriei 
ini saltojn iniilLo niiiioro laborc ovolvuutnr, cum vol paiicis constout 
is V(’l purioduin in iis ngno.scant, undo calculus admoduni fit ox))oclitus. 
autom hie diias sorius in nnaui sumniam colligi oportet, tanion quia 
s eonvorgiint, niuUo iiaiicioribus opus est terniinis; ita, si fractionum 
iialoni pro jc ad 128 liguras insliiin dosideremus, prioris sorioi torminos 
])OHl.urioris voro 132 capi convoniot, qui totus labor praecedonte rationu 
inatiis vix 24 boras ro(|uiroro videtur. 


5. Doindo ox oodom principio, cum sit in gencro 

Ang. liiiig I = Ang. Unig ^ + Ang. faiiig , 


JUO 


Ang. tang ‘ = Ang. tang ~ -h Ang. tang -■ 


'l' 


2 Ang. tang .. -j- Ang. tang 


1 

7’ 


I) Viilo ConunontaliuJiom supra Iiuidnlam 
nliirtuH nuiiioi.'i pyoxime exprimouH, § IJ. 


7-1 indicis Eni:8t«oemiani: De variis mdis cb-culi 
TiF.oxhahdi Eulkri Opera omnhi, vol. Tn, p. 5J62. 


C. Jt 


-L - I _ ‘ 4- — 4 - ' 

7 \ 3-41) ^/)- 19^ 7 •.19“ "* 9 --IS)! ' | | . .|c 

Flinc ergo si valor ipsius n ad 128 figuras iuslua culliyi dnl 
i;i2 tenninos, posterioris voro tantum 75 tomiiiio.s livolvissc 
autem 207 terminonim cvolutio coid.e niiill.o niinortaii ..iKa-a 
ailciiius a Lagxio siibthicltis, exlmcUojio liulicis, quiio .sdla 
iiisiunebat, excliisa. Ex quo totus hio labor vix 18 luu-anini < 
nisi divisio per uiimeriim 49 alicjimni inoicstiani (Toaroi,. 


d. Siuiili modo loco Aiig.tang-^, si non .sadis parvus 
introducere poterimus, servatoquo altero babobimus 


uleoque 


Aiig. tang Ang. tang- „ -f- Ang. tang 
'J=2Ang. tang Iq- ‘3 Ang. tang ' 


' '' 3-4f) ^ :.A 


A- 


, '1' 

5 • 1 J 7 . 

1 '> 1 •' 

9 • I L* 1 

1 

1 

, 1 

.'i-.Ji)* 7 

■49” 

-• 

949’ 


XtoiirsTm “ 

t^sfonaatio vl.l.t,, 


quae piaebet 




f-5Ang.tang.>.|,2Ang.tanf,4t, 


tor oonvurgiit, Liniion indoles fvactionis laborem non modiocritor adauget 
ita III. ijraostaro videatnr Horiobua longe minus couvevgcntibus uti. 

7. t^imndo auloin calcnio miinorico est couaiilenduin, non solum ad con- 
vorgontiam Horioruni, (inaruni l.ormiiii in sunnnam colligi debont, respici con- 
vonit, sod pol.is.simmn ad facilitatem, qua aiuguli tovmini per opevationee 
aril.hinoUcns ovolvantnv; ita, si scriei progrcssio geoinetrica sit adniixta, cal- 
ouluH (aoillinio ox|iodil,nr, si huiiis termini in rationc vcl decupla vel ccntuphi 
vel niillociipla docroMcant (iunniobrom aevioi, qua augulus, cuius taugcuE 
osl no imillo niagis otns, cuius tangcns est = tonniiii non sine iii- 

goiil.i Inbori' (ivolvimtiir, qui forie tiiiitus ost, ut quilibet inaluerit multo plures 
tovininus scviermu })Vo angnlia, quorum tangcntes sunt *■ et J oxpedive, ne- 
qnaiinain on ini niaior convorgonlia laborem, quoin singulorum tenninorura 
posfculai, ovolul io, cornpoiisaro vidotur Sin auLem eiusmodi angulis uti liceret. 
qnornm i.angontes oHsont etc., mdlnm est dubium, (]uin praetei 

maiorom oonvorgoiil.iani otiam calculus siugnloniin tonniuoriiui minim in 
luoduiu Huldovuvutur. 


H. II lino aul.om usnin egregie praestat alia serioi forma, qua arciim circu- 
laroin ox {lain, oiiis tangimie {?xi»rimore licet. Deduxi autom liauc seriem ox 
oonsidevatimu'. rornvulae. ilillbrouliiUis 


ponondo oius intograln 


(lx 

]/( l — xx) 


• (lx 

Y{\ ^xx) 


= zV{\ — a:a;). 


Jlinc onim iiot diiVoroutinndo 


sou 


dx dz{\ ~ XX) — xzdx 

— 1 “ 0 . 


Z «== 


Statuatuv nunc 


Ax -f H- 



XX as 



Axx 


l)UX ( /■''X 


dx 





- 

- xz *= 

— 

Axx 

- Bx^~~ 

Cii^ ~ 

- 

- 1 = — 

1. 




Singulis ergo 

terminis ad niliihim 

redigondis 

invoiiitur 

A = 

1- 


C = 

-' b, b- 
!) 

Ii - 

it<i ut sit 






Ang. sin a-' = a; 

K(l — xx) . 

(1 + 

o 

. .( 

:5 • f) • 7 ' 


9. Sit iam ~ tangens huiufi angiili, cuiuH sinus [Ktsil.i 

- oL 

l/(w»j + «??) \/{mm-\- 

ita ut irvationalitas iam ox calculo GXGCclat fiatquo 

+ -i- 

°» w?« + Mn\ 3(w?»2 + n??) (')(?»«; -I- Hjj)^ ' u-f) 

q lute sevies non solum raagis convergit qiiani vulgariH an 


Ang.Ung^ = »(l 


J_ 


sed etiani siiiguli termini ibi-o pari facilitiito ovolvuuUir, 
mnltiplicatio per fractiones > y etc. non dil'licilius 
(Uvisio per numeros 3, 5, 7, 9 etc. Turn voro, in ((uo nia 
cernitur, in eo constat, si muuovi ad dividondn 

qinini simplices potestates ipsius n, quod coimuodiuu ii 


10. Socuiuliun liiiDC igitur iiovain scrioiu aiigulos supra exbibitos evol- 
nns atque obtincbimiis 


Ang. tang . 
Aiig. tiuig ^ 
Aug. iaiig 


1 

2 / 


2 

1 

2 • 1 

1 

2 

. 1 

3 ' 

A 



1 


(h- 

2 

1 

H- 1 --:' - 

] 

3 

"" 'lO 

3 * 

“To 

10 ®' 

J 

- 1 


2 

1 

+ ^-'- 
~ 3 • S 

1 

7 

r ,6 ' 

+ 

3 * 

'so 

'so®' 

;i 

'i;i 7 

(1 + 

2 

5 > 

,2-4 

9 * 

7‘i 

^ 0250 ' 

¥ * 

0250 

+ 3 .‘S ‘ 

' 0250 ^' 


2 • -1 • G 

3 - 5 ■ 7 

2 • 'J • (> 


1 

lU’' 

1 


etc. 


iu‘. Horius aO calcwluin avithmeticvun inauitbsto laulto magis sunt accoiuino- 
Lau. ipiuiu i)rao.ccclontos, cum pvima cxigat conliuuaui divisiouum per 5, so- 
i\ila ])Ov 10, tortiu per bO ob qiiavta per 6250, quao icloo cst porquain cum- 
>diL ipiod = [oolimi’ causani has series praecodeiilibus longissime 

loi'en'ndas csho nens(*(j. 


11. Do])otel. more Kicwtoniano in qiuivis sorio lifctera P tormiuum quein- 

0 praocodontcin iotimi, quo lacilins patent, quibusnam opoiationibus iiule 

01 ()))ortcat torminum .sequeniom, atquo prhna forma 


TT = 4 Ang. tang ^ + 4 Ang. tang j 


ppoditat ]\as series; 

+ + P+flP + etc. 


77 — 
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\) 10 


5G ,2 I n , ■* ^ p_l- . L />_u ' r-\- o(-o.; 

+ T7i7T + -.rr.o^ -'- 5’nb^ ^ 7 r.o' ^ u .n) 


100 3 


at ex tortia 


n ^ 20 Aug. tang y -1- S Aug. tiing 


prodit 




1^8 , 2 1 » . ■* . 1 7^-1- . J /'~h 

10 a .')0 •'j •'>t> 


0 r>u 


. j. i . — /"+ •- 

:■{ 100000 i 


1 00000 


Ois , •> 144 „ , 4 14I_ y, , '* <44 ; 

i r ^ lO(UKK) ' ' 


s f-l'l 

ooooo 


In his postreniis soriebus prior ita couvovgit, ut (puUbot tovniiJiUH 
(phuquagics minor praccedciitc; posterioi- voro ita, ut quiliixtt tnni 
fern sGptiugenties praecGdente minor; ox quo hoc i;oinnu)(U uhhimiu 
non sit opus in lerminis primiiin scfpiontibim cyphras antoceAon (.(^u 
(|Uonium nullum est periculmn, ut in locis ducinuLlihus, nhi 
incipere debet, fallamur, tuncqiie calculu.s non mocViocriior hiiIjIcvm.I.iu 


12. His pevponsis non dubito pronunciaro ralioncm }mri\)lK‘i*im' 
metrum sen valorem ipvSius 7i commodissiuio ot proinliHSiino ohtiinu 
(luabus scriebus: 


n — 


2,8 + P.-^- 


2 

ibb 


+ P 


100 


-1- 


2 

100 


+ 0,30330 H- P 


+7>.A 

100000 “ T) 


100000 “ 7 lOOOOO 


iieque eaim certe aliao oxhibevi possunfc scrios, qnao tantoporo (ui 
simukpie singuli termini tarn facile per calculnin a^•itlnn(^tic\un t)' 
Hinc orgo spcciminis loco valoroin n tautiuu ad 20 notas (loc.imaUm 
efc (juo calculus certior reddiitiu’, eum ad 22 uotas oxtondam, in slum, 
torminis fiuem tantura notabo, ut nota 22*''^ sit ultima, (|uoniam hii 
.spoute patet. Prioris ergo aeviei tevminorum ovolutio ita so haboV)i 


I.IJ. . 

i:v. . 

V. . , 

VI. . . 

VI r. . . 

viii. . . 


IX. 


X. 


XI. 

XII. 

XJiJ. 


LllV- llPV 

74fiG66666fifi6666CG6(i6 

ii98(iGG(iG66666GSG66666 mult, pev ^ 
.597113333333^3333 div per 7 
853333333333333333 
5l2000ao00000m^ mult, per ^ 

. i02400()()000O()00d00 div per 9 
U377777777777777 ' ^ 

^1102222§22^2^22 mult, per 

■ . t82(M.4444d44:44d4 div. per 11 
165434-949494949 
1G549494'94949494 mult, per 
• . . . 330!)8!)89898989 div. por 13 
254G07G14G07G 

305r)29137!)2913 mult, per i 

3110,38275058 div. per 16™ 

40737218337 

ri703210f)G72“l mult, per -i- 

• • • . 1140G421134 div. per 17 
670965949 

10735455185 mult, per .A, 

214709103 div. per 19 '”' 

11300479 

203408624 mult, per 

4068172 div. per 21 

193722 

3874^150 mult, per 

77489 div. per 23 

3369 

74120 mult, per 

1482 div. per 26 

59 

^23 mult, per 
. . . ,28 


36 * 


in mtionn 1 : nO flecreHCfiuteiii. undo ijUivcs cuniin cvolvi non 
VI Altcva fiutein series sequonti culculo coinput.u.l)i(,ni‘: 


1. . . . 0,3033600000000000000000 div. i)er :i 

lon20(H)000000(K)000000 

'20224(KJ0lX)()0000(l(l0ni)0o nmll. |iar 

II 29l22r)6000()00()00()()O div. |ifu- 0 

r)824rji2uo()oon()oo(H) 

232f)80 1 800000000000 mull,. |i(!r 

HI 33r)4!}l8f)l20000()0 div. |i(u- 7 

470274130280714 
287r)i;4478l7M28r) mull.. \mv 

IV 4 1409284 KuGGS div. per 9 

460t0:il(;5074 

3 () 80825320 r >94 midl'. jim- 

V r)3U03884(U div, ix'r 11 

4818r)34»(i 

4818534900 mult i)i!r 

VI. f;938(i90 div. pur 13 

533745 

6404945 mult por 

Vn 9223 div. por 15 

615 

8608 mult per " 

VIII. ' 12 

Iluius ergo scriei pvo viginti duabiis nobis tinbum opu.s o.sl 


mule 22n nofcae civcitei* posfcukbnnt ovolutiouom Hn t.erminoni 
128 notis sufficiet evolvisse 47 torminos. 


II. 


III. 


I\. 

1(101 )()()() 

\ . 


\ 1. 

:i;K)Usiisii,s!)S!).sii 

\ II 

i:i lortsiiTfioriH 

Vlll. 

n-HKM'JK.'M 

I\, 



■l()(iMl7‘J 

\I. 

V7IH!) 

Nil. 

M8:i 

Mil. 

‘JM 

if'i iiiiui 

nlii'i'iiiN McriiM 

I. 


II 


III. 


i\. 


\ 

fuJOOMHH'Hii 

\ I. 


\ [I 


Mil 

lli 

I'l Mil 

:'xiv:i 1 ni:t:.'(w;t‘j7.s ir,(i‘jn7() 

1 



1 nuiii' iii' 1*1 1 nlhrii.i i'\rr|il:t iii.'iiiis t!i'|)i'('ln'iiilil<ur, h)linH<[un liic* dll- 

III ialnii.-jM man « 'Utih i Ikm.h' l I'X (jiHJ iiilrlJigtM'o licdl, ni (juiy 

iifiiiii t|<i.in(iini l.vt.Mfs iniiifiHlcri* vclil. iMim viilcmMii pfM'ipliiuiao 

litMlf ii'i l’'*i hirm.i* rxh'Msiiriiin. 


somel observatis hos terraiuos quonsqiio iiouoiiu icilukmi' 
ita prioiis porici termini prioros oinissis in quoqiic cyplu" 
,tio(lo procortent, ubi notas poviodicaH dciuceps coiitimio 


iuclusi: 


I. 

2,800 etc. 

11. 

37333 etc. 

III. 

597333 etc. 

IV. 

102400 etc. 

Y. 

1820444 etc. 

Vi. 

330 (98) (98) etc. 

VII. 

611 (058275) (0.58275) t;k. 

vin. 

11406 (421134) (421 134) ok. 

IX. 

21470(910370675076557429498005909194204488322 


.Seiiei aiitom posterioris termini j)riorcs in infinitum coni 

I. 0,3083600 etc. 

II. 291225600 ok. 

III. 335491891200 ck. 

IV. 414092848560 (857142) (857142) etc. 

V. 530038846J 0557 (714285) (7 14285) ot 

VI. 693869034980301 (896103) (890103) f 

VII. 922312071 1 1239784 (343050) (343G5(i) 

VIll. 123958742357500270157 (874 125) etc 


10. Coiligamus nunc ock priores torminoy in iniini 
imam summam, ut ea statiin qui calculum uUorius com 
queat, ct paiiter revolufciones poriodica.s in uti-aque aiinin 


.SIJM.MA a I'KlOltUM 'raiMINOriUM SJ5R1EI I'lHOlMS 
2,80 

;i7m'i3y3333333 33333333338 
r),')733333;?3333 33333333333 
If)2-JfK)00000() OOOOOUOOOOl) 
T820'Md‘I'14 'I4‘J4444'1‘'J44 

3OT8989_89898989898 

2,88794 10920210101 OlOloToTolo 
01107)8 277)058277)07) 
11^42118442113 
2,837!i4K1920832rj()5"70029370i;2') 
2,83794t0n20832r)65(70(;2fl3)(700293) etc. 


IMK) POSTEUIOIUS SKRIK') 


HI. a3r)49lH!)12 

I V. 41 4092H487)fi(;8r>7I42 otc. 

( }:J(;7> 1 7 ^(1 15( )r)984.( ) l HOnOBn? 142857 14287)7142 etc. 

V. .5:i()():!H84(;i(;7).577142857l42857 
o,;io;i(ir) i riC i nocn i 40 H 74 13022720000000000000 

VI. 0f):t80f)O3498O.‘JHl (89010 3j(89(jl0 3)(890]0 3)(89(U0 3) 

VII. !}22;iI207tn2 39784(3 4307)())(3 43Gr)0)(3 4365G)(3 

^ill. 1239587-123 57500 2 70157 (8 74125)(8 74126)(8 

094792580038927 80901 0 03424 (0 07392) (G 07392) (6 
(),;i()305ir)(iI5()(;5(4087413022720()00 00000 0 00000 U OOOQO 0 OOOQQ 0 
{),:i{).3(i5ir)f;ir)()fi.5l47H2205(;0937)8927 80901 0 1)3424 (G 0~7392)((i 07392) (6 


1 . 

IJ. 

111 . 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 
VIU. 


HCII 


I. 0,30330 
H. 2!H2250 


I.) In itililioiui turjniiii ootiivi nota dcoima lorlia, fjuao o-st 5, por errorom oniissa 

, Hum liin mior in .HiHiumiOs.s oaloulo.'} in-oiwissot, piD summii ooto pi’ioniin torminorum isto valor 
nrliiH (iifil. 

15(115005 M7H2205U093589278646743484 (617462) etc., 


nui nolao 33’""' oL Ruijuonton fiilano sunt. 


Corroxit C. 13. 


ut toniiimus sequeiis nonus suD iiotfi aeinuin viyuaini.t 

unde i’acilc uecuiutiores approximatioiioy indagaro lieel,. 


17. In evolutiono qiiideni teniiiiioruin LiU.orioriiin (livinii 
mimeros inipitrcs moriim facessore polost, iia iii, ad lias opi’ 
iiuiius temiuiy sit impendciuhim, qiiain supra ad iiiiimnis spu 
itostiniavi. Vernmtameu hacc difGciiltas in Heri{' vulgari I'X an 
imiUo ast inaior, propterea quod ob plnrcs tenniuou (ivolviMid 
riiuis divisoribus opus csfc conficiendiiii), praetonpiaiii ((iind, i 
operatic) .siiscipi qucat, tarn taediosaiu radicis o.xl.nnd.ionuin a 
(buiui ob causaui dubiuui plauo uuUum suiicrosso poUi.st, (piin 
binis novis senobus iiteus lougc Incilins eb proiui.ius vjU.ioiuuu 
diamotriim pro cpiovis praecisiouis gradu dciiniro (pinnl, ipia 
)noie consueto institueret; ct quantumvi.s icmjioris Hpa.l iiim in 
insumcre cogafcur, certiim est more solito tcnipus plus qua in dupl 


18. Coteruin obsorvasae adhuc iuvabib sorioni bin ])V() iivc 
traditam etiaiu direcfco ex serio consuofca 


-r- 


t'‘ - 1 - ' 

7 ^ 0 


ut s sit arcus cuius tangens — t, olici posso; cum oniui sil, 


tts = 

erit addendo 

(l + /0s = 




^ ^ ^6 I i1 2 


-A- 

3 3 • ;» .') • 7 7 • II 


l‘orro 


A. r-\~ 


3 -T) 




uys ^ / (1 -I- /o=-i- /'(i -I- /<) + ■ ■' f -I- ^ -i- otc. ■) 

' A' s « ^ ( I I- ( -i- j; (=( i-i . ; 1- j| • ^ /=^(i -I . I! f) + ^ ^ i ' -I- “ : ; " ; « _ rtn, 


0 coiitimio i)vogro(liom]o ovidona esl liinc obliinori 


.S’ 


I -i-i/ ’ (I + *(1 H- «)» :{-ri- 7 ' (m- ^0 






ij-.| 


'a I ny ' a-r. -? n -i- u) 


, a-'i -G i!'’’ , . \ 

a-r. - T *(i -I- uy 


aovioH imnondo (■ onu nutft «xhib\t.a congviiit. 


ID. Qiioniiun sorioi prioris lermiiiiun nomun oxliibui, cuius rovoluldoiios 
dicao d8 (iguras coniploctuntur, aorioi qiioquc posfcorioris tcrminuiii nomun 
mbiungam^) 

inaooorirviHdHonrjnnfiTaiGi 

(2!)d3!MD40:i^);^7^)m'^^56478815302^^^47i<^10941DD^ (293 etc. 

^3 cyi)lu‘ao mmt praoligciidae, anteqiiara ad comnui, partes docinuiles a 
iufcagronun aojiavuus, porvuniatuv, ita ut priimi huiiifi tonnini puriodus 


l) Tn fiilUiiiiHi prinoiiH) conflioinns potcRldtis I® inilicninr g , ^ , y ’ Coi-vosit 0. ii. 

y) irniiis fraclioius notao uJidooinm, dccniia soouiidn ct doeinm lortiii, quao suni. 180, in 
nn pviucipo oxhibitftn svini u( scquUtir: 502. llic ot in fovmuUs aoqiu’utilnis cori’oxil 0 . 9. 

ONiiAiiDi Kim.iiim OiK’ta omiiiii liii* Ctitmnonlnlionos aiialylicao 


ill loco nouagesimo qufu-to torminetur. Si loco notai um jieriodic; 
frac6ioneiJj orclinariam adiicorc, liic tormiiius iioniis ita liuito ox 

J X. 1 6800055i3480555oG73161 f- [= - - 1 _ i.' 

2-131 L J] 13 itJ 

Siinili aulem modo pi*iox‘is sorici torminua nonus oxpressug ost‘) 


21470 

21879 


Deinde sumnias octo fcorminorum giipra oxhibitas ita rcpracsonfa 


1) Kdifio priucops: Corroxit C. IJ. 

2) Editio ))riiicops: 


1M1101U8 SIOUIEI 


Suinma I . . 

. VII r 

2,8879-1109208327)05 [= 


« -i 



M8 1. 

iy.l 

torminus IX 

I" 

2M70 - 

li- 

■1 



2187!! 1. 

11 

fiiijuma J . 

. . JX 

2,8379410920832780-11 

* 1879 




POSTEIIIOUIS 8KU1EI 


I . . . V'lJI 0,30365l56i50651-}7«220,‘)G09.3.'jS»27SG'to7-13-(8.( 

loot 

t(i800or)5.iy5()2r)5r)r)073i(ii 

I IX 0,B0366J56150ftCI*1782205G.lt038933'10807f)y040220Gi3 

uM nototiir osfio 4 , J j Ji „ ** 

17017 T ^ 11 ^ Ifi V?’ 

undo huiiis fractEonis ovolutio ost in prointu. Paritpio niodo ost prior fractio 

12898 , 6 ^ 4 . ^ 

21879 “ «“ U ~ fy 17 ■ 


OoiTo; 


PRIORTS SIORIJCI 


Snininn. 1 ... VII f 
inrtniiniH IX 

Huniinn 1 . . . . IX 

POSTERIOIIIS SEUIEI 

Hiininiii I ... VllI 0,:{0;J{ir)156ir)06r>I4782205G093589278G‘JOl003424G073!) 
torininus IX IG80005543480.^55r)G73lCl 

siininia. 1 .... IX 0,303Gr)ir)Gir)OGr)W78220r)6110389334124905898133900 

3 _ J _ 1 
7 11 13 

^ _ 3 _ r> 

11 13 i? 

.3 5 

7 n 13 17 ' 


ubi nolotnr csso 


2G1 

Inbi 

713 

2431 


<)42K 

I70J7 


2,8:;7941i)92()83256r)70 L. ^ -l ' | 

M3 L 11 ^ 13J 


tiUYO-L^Mr I 1 _ I il' 

21879 L !) ^ 11 13 ' 17. 


2,837941092083278041 


= 1 + J.1 I 

9 ~ 11 ^ 13 ^ 17. 


3G* 


2 r,i 

Tool 

713 

2431 

9428 

17017 



ENODATIO INSIGNJS OUIUS.DAM 
PARADOX! CIRCA MULTIPLTCAa'IONEl 
ANGULORUM OBSliRVATl’) 


CoHinipntrttio 810 indicia IJNr.aTuoRMiANi 
Opom ijostuma 1, 18G2, p. 200— ilJ-l 


1. Singiiluria est pvoprietas fonniilaYnin, quilMis cosinus angn 
tiploriim pop oosinnm .angiili siinpli exprimimfcur. Si onim angu 
cosiniis poiiatnr = .r, aiigulonnu nuiltiplorum cosiniis ita se habe 


COS. 0(p = 

1 




cos. \{p~ 

s 




cos. 2(p == 

2x-jo 

— 1 



cos. 3y = 


— 3;i: 



cos. 4y = 

8a;* 

~ Hxx + 

i 


cos. 5^ *= 

IGa;* 

- 20a:® -1- 

5 a; 


cos. Q(p ~ 

32x* 

— + 

18a:a; 

- 1 

cos. 7f/) = 

G-lrc' 

— U2a;''' -[- 

.")6a;® - 

- 7.a: 

cos. S<p = 

128 a:'' 

— 256a;® -h 

UiOa:' - 

- 32a;.^ -\~ 1 



etc., 




l) Confor ]m(j cum dissortatiojio pmotcr huina voliinuiiis partis priinao Coimn< 
703, 704, 747 indicia ENiyrnoEMiANi ctiam Coinmunlationcra 2-17 voluniiiiis In ot 
nd paginas 542 ot 643 adiectos. C. Ji. 



I ^ 


u, - f - 


7 


I 2 


I -'a ■':) 


sou 


= 2'‘- 'a;'‘(l — “ X~ ' 4- ' ( - ' — ^-g 

^ V 4 ^ 4-tt • .[•81L> 

^ 4-H.12-JG ^ '^^7’ 


iibi ratio progrossionis facile perspicituv. 


2. A%pio vcro Iiiiic conchiderc licet liauc serioni oadom lege in infini 
conlinuatain cosiiium angnli jKp cxprimoro, ita ufc igtius aeviei infinitae sun 
lutiiva sit =c()s.»f/>; sed quotics n esfc iiumeriis integer, soriein cousque 
liini continnari oj^ortot, donee nd cxpoiientcs negativos ipsius x porveniji 
<iuippe qiii termini omiics simfc rciicicndi iis solia ab initio serioi tevir 
rcitentis, (pii constant potostatibus positivls ipsius x, et numero absoliito, 
si n sit mnnorus par, est vol + ] vel — 1. Nisi liaoc cautela observetui 
oiTorom dclabimur, quin etiam casu m = 0 expressio genoralis voritati acl 
satur; prodit onim .y, cum tamon sit coa.Oip^ ], quod certe ins 

est paradoxoii. 


3. Quo clariiis etiam in rcUquis casibus falsitas tbrmao genoralis 
spiciatur, ponamiis » = 1, et hacc foima evadofc: 


X 


o-t: 


-X 


-3 


1 -2 
4^'' 


l_-_3-4 t-4-f)-f) _8 •• 

4-«’-T2^ 4-8.I2-’j 6^ -t • I2 • JG • 20‘^ 


quao cum sit <x, cum veritatc certe consistcro nequit. Ut aiitem In 
serioi valor veriis exploi'etur, ea ad haiic formaiu red acta: 


X 



1 • 1 


4-4 


rX 


1 


1 • 1 - 3 1 • 1 - 3 - r) __ 

4".'4-6^ ~4’*T-6~8*^ 


l-i-3-5-7 .10 

^ ‘0 

4 - 4 • G - 8 - 10 


— etc. 


Cum iani sifc 




11 




X — 


l • 1 • , 1 • 1 :J T) „.y 

ar® — X “ 

0 • 4 • <i 2 • -I • 0 • H 


nostra series hac fiuita forma conlinot-ur; 

. - ‘ ,(i - (1 - = > + i ^1/(1 - > + ■■ 


ita nt casn jt = 1 seriei nostrae gcncralis suniiiia futura sit ' 
cum tamon sit cos. If/; = a;, (iuiii otinni. cum sit .r < 1, patet soi 
turn coutiniuitao smnmam acloo fore iiiiiiginaviaui. 


4. Idem etiam do qnoliboi. alio valore ipsius » ostondi potc 
magis mirandum ost expresaioiieni nostvam generaloni, si iusta 
adbibeatur, nt oiime.s ioriniiii oxpommtca ncgativos ipsius hahii 
tur, veritati osse cou.sontaiieani ot valorem ipsiiis cos. wr/) pracboro; 
umui cxtonsione siimla et in inlhiilum continuata longo aliam 
imaginaviain siimniam sortmtiir; cuiusniodi singnlare pliaononiono 
in abis analyseos parbibiis iani sit ol)Sorvatum. Praotoroa voro ( 
hand ininiis est luiraiulum, notavi coiivenit limitationo quoque il 
ut potestates iiegativao ipsius x reiicinntui', voritatem non obtinoi 
numerus positivus integer; si onim n essot uuinerus nogativus, 
potestatc-s ipsius x prodoimtes negativas, error (brot manirestlssiii 
cos.(— 11 (p) = cos. ?Ky?. 


5. Sin autem pro n accipiiitur numorns positivu.s qiiideni 
millo inodo indc vovitatom elicoro licet. Sit enini n = ^ , ot expi 
geuoralis banc iudnet forraam: 

Vxf. 1 ^3 l-f) _8 1-9-1113 ,8 

]/2 V « * S.'lG^ S"- 1(3 -2-1 8-lG-'2'[ l2^ 


mdo ofciamsi termini nogativas potestates ipsius x coinplexuri, omncs scilict 
n'aotor primum, expungautur, tmnen neutiquam indc obtiuotur cos.-^-^j 
juippo ciim sit 







dultominns autoin roliqnis terminis admissis veritati consulitur, di\m sori( 
)rodit rormulae ]/’ | miniine acqualis. 


G. Hinc igitiir al)undo liquet, quid de forma ilia canonica 
C03.«y = + 

h(h - r>)(« - c)(h ~ 7) a . \ 

+ TVa-jD-If, 


apud plurinios auctoros niirifico landata sit iiidicaiuluiu. Ea scilicet vevita 
uinquani ost consentanea, nisi liac rcstrictionea adbibcantiir: primo, ut n s 
luinerus intogor positivns, ubi qiiidem otia.m cyphra est exchulenda; deind 
it tonniiii, in qiiibns exponeus potcstatis x lit. nogativiis, peuitus extinguai 
itir. Qui huic ibrinulao plus tribiumt, eamque adeo ad casus, qiiibus n e 
mmoriis nogativiis vcl fractus, extcndcro volant, raaxime dccipiuntur ct 
j'ravissiinos crrores illabuntur. Quae cum sint adco inanifesta, mirandn 
/idetur, quod istao tani nocessariae cautelae, quantum equidem memini, 
leinine sint aniinadversao. 


7. Hacc considoratio occasionem milu pmebet dupliceni invcstigationo 
iiisoipiendi. Primo scilicet in veram summani nostrao oxprcssiouis general 
jiquidem in infinitum continuebur, sum inqiiisitairus, ut pabeab, quantum ' 
jiiovls casu a valoro cos. jjf/j discropefc. Deindo similetn expressionem gen 
■alom invosfcigabo, qiiao rcvera valorem cos. ntp oxliiboat et nulla rcstrictio] 
xdbibita voros cosiniis angulorum inultiploviim ipsius <p praebeat, ita ut si 
^ulis casibiis, quibiis ti cst uumerus integer, formulae initio allatae prodea 
iimulqiio voritas, qiiando n esfc mimGnis fractus vel negativus, obtineatur. 


8. Quo utritiue instituto laciiius sutiHraciam, cuiiHuiuru nuciu lu. 


= + 1 ))" 


valorem ipsius s per .sorieiii evolulnviis, Cjuae yocmuhun poio^tale 
pvocedat. Cum igitur sit 


ob 


V{u:x - 1) = a; - ’ - ■„[ , ‘a - file. , 



1 • 1 



ol)servo teiminum prinium fiitiirum csso = 2'‘Ax'‘, in acHpientibus 
ponentes potestatis x continue) binario decrescoi’c, ita ul sci'ies 
Uabitura sit fovmam 


s = ax’" + -P -j- d- -|- 


ubi quidein ost a ^ 2‘'A. 


9. Ad hanc autom seriem conimodissiino oruoiulain obaervo lu 
assumtam per dili’erentiationem in aliam convorti opoi't(n‘o, in 
potostas indefinita quam omnis irrational itas absit sinuilqiio quant 
quo plus una diineusioue non sit babitura; huiusmodi oiiiin aequaii 
per seriem certa lege procedentem resolvitnr. Hiinc in linoni i)ri»n 
mis sumcnclis obtinco 

ls = iA -{- 111 (x d- Vixx — 1 j) ; 

turn vevo dilTerentiando: 


ds 

s 




mix 

y{xx ~ 1 ) 


Hie sumtis quadratis erit 


ds^ _ nndx^ 

SS XX ~ ] 


sou 


{xx — l)ds^~ nnssdx^, 


IV aequatio deiuio tUitbrontiaU s«int.o e!emenl;o dx constnnto ct jku* 2d 
isa (hit 

{xx — 1 -j- adxds = nnsd-x\ 

LO lain forniaui babot dosideraf-am, it-a iit ([Ua-ittitas s iiusquaiii plus im 
lonsioue habeat oh quaiitiias x ab oami in-aUoualitaic sit, imiuimis. 


10. Quia hie quaniitiis x in aliis tenninis duas, iu uno V(n*o nullanv toiui 
lensionciii, facta huinsiuodi distiiicliono, uL .sit 

xxdds d- xdxih — livsdx^ — dds =0, 

tamua 

,9 = ax'-‘-\- [- q- r:c"‘ ote. 

facta substitutionc potestas talcm accipict coellicientcni; 

r({ii} — i — 2){m ~~ i — .-J) + vi — / — 2 — an) — /ii{m — i)(m ~ I - - I), 

cum ovane.scGro doboat, qnanfcitsis r ox /i it, a (iefiiiitiir, ut sit 

(«i — 0 (»M — i — 1 ) 

(wi -- i — 2)* — 11 11 ' 

Uuvtur iuiu pro initio /--= ■ -2, ut (Uxl v ^ a vt ,ii = 0, pvoditquo 

,0 litlera ut jnaneat indolinita, osso oportot mm^un idooquo vol w 
m == — n. 

11. Nostro auiem casn cst, iifc supra vidimus, w = atquo « ==> 2'V! 
.ro po.sito 

s = ax"' + -\- 1- vx‘' '■® -\- otc. 

(n — f)(n — i — I) (« — 0 (n — I — i) 

(„ J s: L))a .« ■ (i 4 2) Z 2) ■" ’ 

,i;i)siiAitui liuM:ui Oponi onmia Iia* CoHimoiUftlioiifd mmlylicau 97 


s = 


H (h - 2 ) ^ 

i 3 («- 3 ) ' 

-2) ^ 

k; («— -i) 


•|- n(» — 

4 iJ 


-n 


-1- >i {u - T)) {n - (j) (u • T t 
■ -I'-H-ia- ii> 


etc. 


12. Posito ergo 


s = A(x-[-V{xx.— 1 ')/' 


oi) 


« = 2Vl hubebimus 
s = 2 '‘yla-’'( 


hauc serieui, quii (juuntitiiw « u.Kpi'iiuitu 

n nOi-:s) -I __ liOi 

" ■ ‘i-H d‘H - 13 

« 0 e (!)(« - 


Quare si pro A capiatnr orietur ipsa ilia forma, qiiaiu ini 
assignavimua existeute x=-COH. tp, atqiui nmic qiiidoin ])al:nt illi 
in iufinitum continuatae verum vnloroin osso 


\(x + V(o:x-1)y-, 


sicqiiG ratio aberratiouis a valore cos. «r/> ost inanifosta, at{[iii 
L'videus cst, cuv svimto n 0 prodeut summa uostrao soric'.i 
voro casibus summa fiat imaginaria, si (luidcin sit x < 1. 

;t = l, quicuuquo uumcvus pro « accipiatuv, summa scmiior of 
proptorea 


n I — jI) ~ 

4 ” 4 -¥ 'q's-iy 


K! 


quod certc est theorema non inelegaii.s. 


V(.'ca: — 1) = 1 . sill. if> 


)t ox noLia sinnum propviotatibus 

(cos. (p + V ~ 1 • sin. ip)" — cos. lup -1- V — 1 • sin. n<p . 
posito cos. (p ~ ;i: evit 

cos. n(p “P /— 1 • sill, ntp 

„ + H- etc.), 


iiiulo pai.ot smniiiam liuius serici in itinnitimi contiiiuatao csso iniaginarian 
nisi sit X <^ \ sou ^/) =» 0. Koalis quidoni semper nrit., dum sit ii: > I; seel hi 
iasibus non ainjiliiis ad sinus ot cosinus referri potost. Yehiti si xx = 1?, o 


s- .1(1 +1/2)” 

jrit 


(/2 + t)" = 2“ 


1 _ » I 

8 8” IG 


« (ft — •<)(« — 
8-1G-24’ 



n (n — ')) (fi — C) (n — 
8- lGi2-T'32 



/Vfc si pouainus 
fit 


X + y(XX — 1 ) = l)y 


■X .-«= 


t/H' 1 


t 


undo obtinotur soquons .suinmatio non contemiienda: 

f yjf Y n yu , »{«-■()(«_“&■) 

“ I * (y)j -i-1 'i • 2 ■ ■ * (2/z/ + 1)^ 1 ' (yy + 


ao cum cfciain vera sit smnfco n negativo, ei*it 

«(h+3) if 


y±l\ 
yy 


Y 1 , » yy + .v“ , y 

) ^^'^~i-'(yy-\-^y'^ 1-2 '(yy + ^y 

.H7* 


ubi pro n oiuuos 


niimeros assiinieru licet. 


14. Hinc cLiam alter! requisite satisfacero [joteriiiniH, qmi 
prossio infinita deskleratur quantitateiu cos. sine ulla restricl.i 
Sumatui- onim oxponoiis u negative, et cuni sit 


et 


cos. ( — n(p) ~ cos. n(p 
sill. { — iKp) 


erit ox .snperiori forma 


cos. V(p — /— 1 • sin. )i(p 


« 






-I • H • 12 


- (] 


addcnclis bis formiilis pars imaginaria tollitur ot suinman sinnii 


ms.>up = + 2 + ,|.^ a- - ■' 

+ oTn^P+,l* + .|.H .I.8.J2 •’ 


Hae scilicet binae series coniunctao veriim valorem ipsiiis cos 
cos. (f. «= X oxprimimt idquc sine nlla restrictiono, ita lit jiro ■}> (j 
tain negatives quam positives, tain integros (jiiam fracios as 
Ul)i quiclein per se est pcrspicuuin, sivo ipsi n tribuatiir valor 
cimquG sivG idem positivus, casdem binas series ordino niutato 


cos. 07 - J- -f “ = I 


ltoli(iuo.s igifcnr Cfisiis simpliciovos evolvamus: 
Sil; n = 1 oritquo 
(; 0 .s. (p :i: (l — [ 


1 2 

'C 

1 1-3-1 

‘ ... . Q 

_ etc. 

.| - S’ 

•I-S - 12 

•I - 8 • 12- K) 

1-1 _ 

*-|- a 

” 4 • 8 • 1 2 

. •‘5 1 ^ ■ ‘Mill- r"** -L etc 


’ .) .H-12' 10 ' 


nl)i potosiatcs iiogativiio ipsiiis a; spontc so destrimnt, uii ox sequonto vc 
sonLahioiio fib pcrspicuuni: 


COS. (p =x. 

Jf. Sit n = 2 oritquo 

2 « 2 - J 


, i->-i ..-5 , etc., 




ita ub sit 


/ 2 2-J _4 

cos. 2(p — 2a;;r ' -i - H- 


2 - a;-“ ~ Otc. 

12 ■\>S- 12-10 


4 - -I ^ a;-’ + t-' + — -ic-' + a;-" + 


•1-812-1() 


quao binae sories ita ortlinato exbibeautur: 


2 .J . « 2 . 2-3 ^ 2 - 3-4 r) ,._o 


cos 


. 2 f/f = 2 a:a; — 1 - 2 -- ga; *' 


12-10 


a;" — Q 


+ 


1 ..-3 . 


a;-^ + 


8-4 


a:-" + 


8-4-8 ^ 


-I • o • a *5 


‘1 • O • i J • 11) 





3 - (5 
•J • H 




3-7-H 
■I ~H - 12 




3-H.O-H) 
•I • H • 1 2 • 1 (i 


(jui termini hoc juodo in ordinoni vodigaiil.iir: 


cos. ii(p = — 3:i' — Ojr' — 4 • a;--' 

^ -1 • S . 1 2 


3 • 2 • 3 • -I 
l-H. I2. 


liiucque 


+ 


I 

Vo 




J 3 

10 ■ 'i 


X' 


cos. *d(p ~ 4a:® — 3x. 


16. Kis autem excmplis casu ovenire vidotur, ut potostatos 
nuituo tollanfc, neque id pro terniiui.s idtorioribus patob. Quamobn 
dubiuin velinquafcur, lirma donionstrafcionc ovincenduin ost singu] 
ncgativas ipsius a; in utraque serio paribus coofficiontibii.s siguisr 
esse affectas, ita iit cortum sit oinues se mutuo destruoi-o. I!i 
utriusquG scriei termiiium genoraleni contcniplonuir ac pi-ioris f: 
ita ropraeaentat-ae 

2" - ' (l _ X- a;-^ — - r - 0 
V *1 4-8 .1-8.12 

•1-8-12-lG ' “ 

terminus generalis colligitur fore 

~ 2” a;”-*** . 3 (2 « - 1 - 

4-8- 12- 10 4a 


ita, ut; potcstatis coefficions sit 


__ 0'‘- 1 . (k + 1 — «i (« + 2 ~ w2(« + :i — • • (2« - 1 — ji) 

4-K-12-1G — -^vr " 

Quaiido (ivgo haoc potcsUas est negativa sou 2« > n, patefc hnuc ton)): 
(‘vanoscoro liis casibus: 

2a = n J , 2a = u 2, 2a = n + li usque ad 2a = 2n ~ 2, 

si qnidniu a fuovit nnnioras integer. Undo in priori soiio oiiniiniu potest; 
nogativaruiu coofficientes sponto cvanescunt, nisi sit2a>2« — 2 sen a> n 
quocirca docnndunt rest:it, si fuorit «>« — !, istas potestates negativas 
alteram scriom dostrui, ita ut solao potestates positivac ipsius x idiuqna 


17. Alterius auf-em sorioi, quae ita so babet: 
\ (l _p a;“2 q- 4- 


terminus gcnoralis colligitur 

‘■^1!' + l+H)(/i + 2 -f «) (fi + h + >0---(2P~i + h ) 

’ 2"-“ ' 4-8-i2'lG • ••• • 1/3 ’’ 


•1 • 8 • J 2 


n (;^+ n) ((>_+_«) (7 +p0 8 i \ 

1-8.12-lG" ■ ^ 


nude potcstatis nogativao x coefficiens ost 

+n)(^ + 2 + «)(/3 -|-a -H n)...(2p-] 4-u) 

■ ' ■' 4 - 8 - 12- 16 • ••• • 4 ^ 

Statuatur iam haoc potestas praecedenti ic''”*'* aequalis, sen ?<— 2« = — 
fitqiie «==w-P/5; sicque ipsae illae potestates negativao maioves pvod( 
quariim coofficientes in priori soric non sponto evanesciint. Ostendi 
oportot harum })otostatum ooefficicutos ox utraque serio ortos inter se 
aequales et se mutuo destruorc, ubi qiiidem iaui sponte patet alteruin 
positivnm altorum iiogativum, cx quo iitriusquc aequalitas demonstrari d 


IS. Uiini sit ({ = n-\-p, ent. h = u — 

I « (^+ 1> <-1^ till; ^ ^ 

“ ' ■ 

_ oJ-«- ' ''■ ->' ^ \ 

* 'A'Sl2U'r 1 ^ 

.Si^ii utvilUluc per mulfciplicando 

o:„ iif/i+ l)(/i-l'2)(/3 + 3}.*-(K + ^-l) _ 9 ^ . ” ‘ 

' -1 - S' 12 ■ Hi 4 ft " ■! S ■ I 2 ■ Id I 

Cum lain in priori idrma factornni dononiioatoris immoniH ftif. = « 
per (piaternarium sint divisibiles, iios factoros ita. ropriiosoiilaio lict 

4" - 1 - 2 - 3 « 2^'* ■ 1 ■ 2 ■ 3 «; 

simili inudo detionimator alterius forniao iU oxprinn polevit: 

.2.3 1 •2-3 /i, 

iinde haec aequalitas ostendouda siiperest 

cpiae per crucem luultiplicata manifesto ut.rinque praolict idem prci 

w.1-2.3.4 (a-p/j- I). 


19. Paradoxou ergo initio propositum satis distiucte cxplicatu 
.simulquG ratio patet, cur hacc aeqiiatio: 


cos. n(p = 


«(«— 3) «(« — 4)(w-rj) 




4 -ft* 12 


turn demuni sit veritati consentaneii, quaiido n denotat uuinorum 
positivmn simulque oraues potestates ipsiiis x exponenies negativof 
oxpimgantur, ct cur bis restrictionibus nou observati.s liaec oxprof 
rorem praecipitet. 


6 


1— .i;-'- 


J • 7 • 9 « i 9 • 1 1 ■ J fl 

.,-6 . . 

K. 1() . y-i a . 1(5 i? J • 32 


^ 2l/L>a; V ^ H ^ a ■ J() ‘ ^ H - K) • IM ** H • I (5 • 2-t 32 ‘ 


H- otc.), 


n orcUnoiu secunflnin potostates rodacta dafc 

'2^^^ ]/yV '^2:r Kif:E 2 •’«.■«* 8 • H).*:'* ' 2 • H . l(5.r^ ‘ ' H • I'l; • 2 ! .r« 

. 1 -9-.il , \ 

. — obc. . 

' 2- a • 1(5 . 2-1 /• 

quilil)(4 coofficiciis p(ir ])r}iocodont,om divulakn*, haoc I’osultali nevics: 


2 ’ 4 


> > 


8’ 10’ 12’ J4 


^ Vxf. , I 1 • 1 ^ i -0 t-!.3r. \ 

a '^ = I/O ^ - a . .1 + 2 ; 4 . 0 - a . -4 . « . H * "'N 


3 manifosto liabobitui- 


^ 1 Yx/. , -i/i+a; 


. Kvolvamus otiam casum = -t, ac reperimns 


I'? A_4^.-3 


[2 • 24 ^ 12 • 24 • 3(5 ^ 12 • 2-1 .30 -48 '^^7 


, 1 , 1 _2 , 1-10 , 1.13-16 , l.lG.19.22 . , , \ 

+12^ ■'^12"^!'^ + 12 . 24 - 7 - 36 ^*' +l27Tr.'30.i8 •'*' 


MIDI Euleui Opera omnia lu* ComnicnUtiionos tiiialyLicao 


quae hinae series iia coiiiuijyitii..ui . 


i 




'- r .; 

12 i'j 


1 


■ - 5 _ '. r ’' 

12i>]G'^ 12.2.nV.l 


lain art in-ationalitatora (.olloiulani statuatur x^^y'V'i sou x-‘U/, a 


1 , ‘ > a _ J - - 

cos. .^(f= ;/+ ,y- J2-4V 


] • 10 


I • .1 1 • .1 1 


ri - ‘ 2 -\ • :ui-.i"//' 


Sit porro // = !, , erii 


cos. 


1 z . i 1.1 i 




H " o " 


1-10 


l-ll -M 


J • IS - ( C . 


2 - 3 - G 5 ‘* ' 3 - 3 -(>-‘ J 5 ' 


sen 


2 cos. 3 ^ ^ - 3^^ + 3^^ - 3 


1-10 j • ij vM , 1 • i:m() 


, ^ ’ ‘ ^ _ ■; _L " . 

a - n - iu ’’ ^ h - g - 


U5 ' 


22. In geuevo autem caaua x = I , tnulo fit (p = 60“ sen (p = , 
tante 71 semicircumfercntiaTti circuli, cuius radius = 1, omui attcnUt 
Wdetur. Nam, ob 2ii; =» 1, fit 

cos. 3 a = -- q - + - j + - j . ^ . 3 , j 

, 1 , n , n(n + 3) , «(n-P-l)(H-'r T)) , n(n -f 5)(n -h G)(n -1- 

■*" 3 I’ + 1 + “T- -I " + T'sTg ' + '■ 1.3- 3 . -1 

ubi nobari convenit utriusque senei auniniam seorsim sunitaiu o.sa 
riam, et quia utraquc est divcrgeas, ruinime licet eas pro Inbitu 
Veluti si termini ovdinato coniungorentur, prodiret 


otc.. 


cos. 


n j j_ _L ,««(«»+ 107) , 

3 ~ J ''2 l-2~3 ' r-2-3' -T 


I soquei’ctnr Jbrc cos. ” tt > I, quod tamen esfc absurdum. Int.orim tanuMi 
I'um illaruin prioris summa ost 


enoris voro 


1 / n . , • ii \ 

[COH. y 71 + l/-l*sin. - n), 

If n y 1 • « \ 

,, (^C03. 7I— y — I -ftm. ,^7ij. 


lo milluin ost dubiinn, quin ambae coniiinctim praobeant cos. n, otianisi 
pateut, qucmudinodum hie valor cx coniimctioue facta olici possit. Hinc 
d{'nu() insigno paradoxon rcsultat, cuius explicatio baud paruni ai’duo. 
tur; sino dubio autoin ox soriorum divergentia est petenda ot series signis 
•nantibns ita sci'ibonda tcrminoriim uumcro neque pari noquo impari 
itato 


n o H , n «(3 — M) 


lit sit 


, H (3 4- h) h('J - h)(» - «) a. ”) __ ,4.r. 

+ ' J.2 ‘ r2-3 ^ ■' 1-2-3 ' ■’ 

^ 3 " I ('* " «)(5 -m) _ (-i + >0('> -I- '0 

,, I -2 "" 1-2 ' "1-2. 3 '■■'T- 2-3 

(5_„)(6 _ „)(7 -»)_ 


+ 


1 • 2 • 3 • 4 


unmoda autem eflugoro non licet, nisi quantitas a; indohuita rebnquatur 
loriei termini secundum oius potestates disponantur. 


23. Verum ctiam hoc modo baud leves difflcultates relinquuufcur; si euiin 
lorum n sumamus infinite parvum, iit sit cos. = 1 ^ nufpep, ob 

2"a;" = 1 + nl2x + ^ 

. [_^l —nl2x']- ^itn{l2xy 

2«^.. 2 ^ 


!i!il)obiiiuis, ill singulis tormiiiis potestates ipsins )> qiifidruto altioros nogligoiu 

2 — n )i 4" -- hh(/2;i;)‘) x 

„ 3k -HH 20k -Okk 2I()k -J07kk 

" 4-e' i2.r'i -1 -H- 12. 

+ (l ~ J»«(/2a;)*)x 

, n , 3k + «h , 20H-}-nKK I 210 k -I- [07 Jill I 
‘ ^ Tx~X ' T-ii X* ' 4 •' s - 1 2 ■! • H- i 2 • J 0 


At, quo tiicta cvolutione tarn parte.s finitae qiiaui intinito parvao ipno uiiiik 
n affectac sc nuituo deslruuub, roliquao vcro ])er nn cUviaae praclioni. 


210 


(pep -4- ,J + .1 .I - H ■ 12 ■ IC re” 

2 (-L + . " .-I- , -I- ok.) ■ (/2a)- 

V-l- art* ~ 4 •«• 12x'' ^ 't -8. 12 • [(),?;” ' ' 


_ 9 


existente a; =« cos. </). Ad legem hiiius progressiouis clariua porcipiondam 
mus 2 .'k = y, ufc sit 


et 


y = 2 C03. (p 


2~^'~ 2 ’ 





1 

2 ’ 


poi 




7-8-9- 10. 11 


./I 


107 


5SBt : 


24 

bh 


*4 




1.5797 


300 


etc. 


etc. 



‘25. Considevcmus Uaiic propnctatcm in sons luujKUio 
inns lias binas pvogvcssioues: 


I =^1, 

% - :3. 

'^-•1.5, 

CS =5-G 7. 

^ = G-7.8-'J, 

=7.S.9-10.n, 

g. = 8- f) ■ !0- 11 ■ 12- liS 
etc. 


fl = V( • ^ , 


i>=«C + D- 

® (i + i + y)’ 

^“®(b + 7 + Y+ J’ 

-I- « + 1) +j') + I'l)’ 

f “S' (h + j'n + II IL> i: 
etc. 


ontque ub seqiiituv: 


a = 2.i^', 0-39f, c = 4:0 + 6^y\ b = + 10^1^, 

c = G$ + ir)?[(£ + 20 -.f , f = m + 2i9(® -I- .'iriiue [+ otci.j 


sen 


2f = 7 . le + + KsrH®® + i 


7 • 6 • 5 


7 • C ■ ;') • 4 


7 • G • 6 • 4 • a 


^ 1 ■ 2 • 3 • 4 • fi ■ G ^ 


undo lex progressioiiis est nianiresta. Yel orit 

Cl . 1)5 css bs^ 1 /i 1 I , Ss-' , ^5)5^ 

. + 2 . S + 2Tis a + Y 3:1:5 + = 2 -I- V + 2Ti + iTiT:, -I- 2 :ii . .1 . 


28. Pro iusigni autom hac proprietate aequontem iuvoni doinonsbi 
qua simul indoles huiusniodi formularum peuitius por.spiciotur. Pona 


' ' ^ ' t ^ ■ 1-2 ' 1-2-3 ‘ J 

viliur liiioc seru'H socimduin potostates indicis n, fingaturq^ie 

Hf/j - ]/ — 1 • sin. ')i(p = ^'‘(1 -j- «P+ iJnQ n^Ii -H + etc.); 

1 roviiUL (luo riiciliiiB intclligi possit., novo signandi mode utainiu', scilicet 
'Ositis quotcunqno numeria a, (i, y, d etc. 

liaoc Hcriptio: donotat 

{((, /:/, y, d etc.)'" smnmam singulorum « + /? + + d + etc.. 

(r;, a y, d otc.)‘^* siunmam prodiictorum ex binis, 

(«, ji y, d sununara prodiictorum ex ternis, 

(«, /y, y, d etc.)'*’ summam prodiictorum cx qnaterni.s 

(itc. etc., 

ubservo, ai index sulfixns acqualis sit multitudini numeroruin, hac scrip- 
e einiiinni productuni exprimi, turn vero semper esse 

(«, 1% r, d cur = ^- 


uutujii scribondi mode adbibito orit 


y = (:Ly« , 0 + + etc.. 

i/‘^ -p etc. 

2-3--1-6 


etc. 


Cum autem sit, uti constat, 


cos. — ]/ — 1 . sin. /j/r/. = (cos. )up — )/-- . 1 . sin. tup 
orit quo(]ue 

ros. }.tup~V ~ 1 .sin. Aw 9) = -f- nV-\-)rQ -|- n^j{ 

ideoquo 


I -I- A w P ASi® Q + )}n\H -f- etc. = (14- w }' + Q -|- R 4 
quHC aoqualitiis subsistere noqiiit, nisi sit 




' -P^ 

• ;} . -I • .0 


Atquo hinc porro colligore licet, cum sit 


cos. tup ~ K - 1 . sin. ncp = c' , 
nunc autem invonerinius 


fore 


cos. — 1/— ] . sin, nip = qfe"'' 




idooque 


-<pV~ 1 =T'+ly 


quod cum vkloatur absunlnni, ita rcsolvi oportot, quod P semper 
tas imaginana; sicque explicatur paraduxon supra §23 allatum. 

28. Vcrum ut iwl propositum revertar, cum sit Q =• -PP, s 
gratm valores § 24 explicates introducamus, erit ^ 

^ = yy + A,f+Bif+ 6y+7Jj/'»+ etc. 


Q = + /?/+ ///"+ J’//*’-!- etc., 

unile valocibiis Q of; P/* aequutis uancisciuiur .supra obsGv.'atas relatior 
scilicet, 

?■-/;+ ^.'U, ,i-=c + An, £ = jj + ac+ 

of, iia porro. Uac lyitur {loniouattuiiono confcctii aliaruni siiniliiuij forinulari 
com])Ucal.aruui rosolutienoin coroimUs loco subiungiuu. 


PKOBLEMA 


‘Jf). l/anc fonnulmn: 


hi merlon htfinilani rcsolvcre »v.CAmdum poleslates ips'ius x propredicntcm. 


8tal,uitl,ur 


SOLUTIO 

^-oCl+Ka-a;))" 

nt posita serie, qiiao qaaoniur, 

z A-\- li% Cx% -f- 1)%^ H- PP -1- etc. 


uviilcim est fore yU-=2’‘a, umlo sequontes coefticioutes siiuili mode ut su 
(leiiniro Smntis logarilliinis luibemns 


(5t (linbrontiando 


Iz^ la -|- 7//(l + K(1 — X)} 


^ '2Y(1-x) ^ ^ ^ 


Multiplicotur numerator ac clenominator per (1 — K(i — a;)) procUbitque 


Opoui nmnia Iia* CoimiioJifnlicmes unuljliriio 


Pouatuv 

z = x'^ V, 

lit sit 

dz dv ndx 

s ” I- 2a: ’ 

tietquo 

dv'^ nndx^ 

vv 4xx{l—x) 

sun 

4xa;(l ^x]dy^= nnvvd'x\ 

quuu acquatio 

(liiVercntiata et per 2dv cUvisa praobui- 


4a;x(l — + 2x(2 — 3a;)c; — nnrdx^= < 

Cum nunc sit 

ilv dz mix 
V z 2x 


orit differeutiando 


at 


ergo 


ddi' dv^ ddz dz'^ ndx^^ 

V vv z zs '2xx ’ 

dv“ dz’ ndxdz , undx^ 

- — =» — — r ■ 1 " ’ 

vv zz xz Axx 

ddv ddz ndxdz , ■n{n-\-2)ilx^ 

V Z xz ‘txx 


unde iacta substitutiono: 


4a'a:(l ~ a:)-— — 4wa;{l — x) + nl^n -]- 2) (1 — ;r) d 

B z 


+ 2a:(2 - Sx) - « (2 - 3x) dx^ 
z 


seu 


— nndx’^ 


4a:(t — a;)ddg — 4(« — l)d'xd^-l- 2(2)! — a)a;da;d2 — ')j(h - 


iuu v.ui.tuiiia \x^ paiuiiii uiiiuaiii, pui'Lim (luiis (umonsioiics oDt 
iliHiiiigiioiuIo lu)« tonninos 

\xddz — 4(« — i)dxdz 

A'xxddz 4- 2(2w — 'A)x{lccdz — n [n — Vjzdx^^^ 0 

Hbaiiuinnis 

,? - A -h lix -I- Cxx + /;;*:=• -P . ■ . + Mx^ -H ' + fitc. 


ot poi.onLaiiH X* cofil'licioii.s erit 

-( ■ N M / (/ -I- ^ 4 (n~\) (i- A' D) + M (- 4 i {i~l) 4- 2 (2 h ~ A) i - » (n - 


(|ui (Him (waiiOHCovo dobeat, haboMLur 


N=r-. 




Nbiiic. a.ul.(!ni iiuviimus l'HSo 


2"«, 


((Ufira HC([iU‘iiUiH (^oeffic-ioni-OH oriml 


li -- 


n (« — i) 
4 (H -J ) 


A 


n 

•1 


A. 


'■«(«-■ 3) A-H 

(H-.|)(H-r.) a(H~4)(a-5) 

i3(«-:0 .iTfTjiT ■ 

(Itc. oic. 


Suiiiabur « = 2 -’', uL fiat yl = 1 , oritquG 
j, 1/(. - »0)" „ 1 _ « , + « («r 


' .I.8-J2.1G 


qiiiio HGi’ioa (lUHOsila. 
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COROLLARIUM 1 


so. Sumto X negative) sequentis soriui 

, , » , h ( u - 3 ) , h{h -•!)(» -•'») 3 

’ + .1 + “i + “‘"T k’. 12 ■ ~ ■' + j ■ S • i2 ■ id 

suminii erit. 

ex cuius combinationc cum praecedente alturnis tantum tunninis 
sinnma assignari ])otcvit. 


GOKOLLAKIUil 2 

31. Si exponens n negative capiatur, binae seepieni.os soric^s lu 
rovocabuntur: 


1 + 


“j.g ■ .|.8. 12 ^ T.8-J2.'i(; 


huius seriei summa eat 


I’lim 




1 «... , + M(H + 4)(H-f 5) _.3 , 

4-'-+ 4-8 778.J2--* +- '^.iTjs.Ki 


cuius sumiua est 





32. Hanc forniulam 


PROBLb^MA 


po 4'_aA+y(i 

2 

in scriem hifinitum resolvcrey cuius termini secundum potesfafes ipshis ;« 
direnhir. 


I’ofjito 


oril. qiuulratiH siimeiidis 
liiiioqnc 


SOUj’PIO 


_ |i/Ci 


zz 


= -i- p(l— a; a;)Y‘ 


1 — xa;)\" 




qiiao loritia in i)riori continetiir, si inoilo ibi loco x et n scribatiir 
“ , quocirca colligitur sfcafcim scries quaesita: 

n . ii(n-G) , n(n-8)(n — 10) 0 , 

1 y H- gTic;' ■8.16-24 ' ^ “b ■ 8-16-24.32 ^ 

qiiippo cuius sunima est 

_ /P( l+ x )-f y(j - x)Y 


COEOLLARIUM 

3B. Suinto n nogativo, ut pvodeat haec series; 

H , 4 , + ~o 1 « “b + ^'0 ..B 

) + gXX-' + + 8Ti6'-'24 * + ^IGTIFsS ^ 


qimo reducitnr acl hauc formain: 




SCJiOFJON 

M. Oiflues hcries istas, quaruni sununam luc assignavi, in liac 
coinplccti licet: 

s^l + -- ^ ^ jf -f ■ y 

eiitquo 

undo patet, si fuerit 4y>\, soriei sumniam esse inuiginaviain, roalom 
ai sit 4y<l. Casu autcm y= l orit, uti iam supra obsorvavimus, 

, , u , H(ji+3) , h(»+4)(»H-o) , ii(» + 5)(H + ())(» + 7) , 

1 + , + ".178 ■ 4 • « . j 2 + TTg-rioT, (7 - ”'■■■ + == 

Vcrum ilia sorios pluribiis moclis fcransforrnari potest, ox quibus hum 
casiim affcro, qui oritur difforcntialibus suratis; crit scilicet 

= n « 4, (” -^.!0 + '^) ,,5 r 

(hj ' 1 ' 1 • 2 JJ ~r 1 . 2 • H y ^ 


d,J 


J 

V(}-iy) 


At est 


u ‘0 por n dividondo, huius seriei 



lima OHi. 


I Hcriboudo n 


iiima OHti 


! % + ^ ^ / + etc. 


=, fi+K('.rMV" '■ 


— m -~ 3, huius sorini 

m (»? H- l)(w + 2) (m + 2)(? »+ 3)(»i + -0 3 
j 2/ n~ ■■ '~{Z‘2 ' 'Vy ' 1 • 2 • 

I (J» + ( »^ + -i) 0» + ■**) (» ^ + _L a{ ^ 

1.2- 3 -4 ^ 


1 /l+)/(l-4y)\ 


— 7 /» + 3 



CONTINUATIO EKAGMENTORUM EX ADVERT 


rn 


nv 


Bs CoiiimpTilafionn 819 iodicis Bni;s-i'iu)IvMiani 
O pera postnma 3, 18<)2, p. 50(5 — olH 

lOf. 

(Krafft) 

PliOBLEMA 

Si huheatur haec series 

1 _ L , 1 . 

^ 1 1 -{- a ^ 1 H- 2fl 1 -h 3rt ^ I I « ^ 

eius quadratum commode per serkni exprimere. 

Erit-. auteiri 


•> 1 , 1.1 . 1 , , 
— 1 + rm.i + . o-va + / . .'-rxs + etc. 


(l + a}* ’ (l + 2 a)* ‘ (l + 3 a )5 
2 2 


] • (1 ■+ a) (1 + a) (1 + 2a) (1 + 2 a) (l + 3rt) 


— otc. •••(=- 




(l + 2«) ' (l + a)(l + 3a) ^(H-2a)(H-.la) 


h 4 - 9 .fA h J . An \ "J" I 


Erit vero 


1 • (1 + 3ft) (1 + a)(i + 4a) (1 + 2ft) (1 +ift) 

otc. 


— otc. • • • (=r. _ 


A = - 


_ }_ _j 1 i 

i + a (1 -1- ft) (1 + 2o) (1 + 2 ft) (1 + 3 ft) 


0. ]J. 


]) Vide iiotani 1 ad p. 504 vol. I6 adiectam. 



t T « 


I -h 


J + J rt 1 4- H n 


r 


= - . 1 . 

a 


or 


2 a \ L 


I -f2a 1 - 


— -1- ’ — ’ - J _J 

-}- a I 4* 3a l + 2« l -}- .fa 7+ 3« ~ 




2 a\l ^ i-\-aJ 


modo 


\ 1 I -I- •{ 


] 


_L ^ ^ 1 1 

' ' ^ ' ■!' « ' + <* i 4- -i a i -f 2 rt 1 4- r> a 1 -f a a 1 4- fi a 


C 


)= -AY ' ^ A _j — j > 

3« Vl ^ 1 4-a r j , 2^; 


poiTo. Quooirca fiet 


1 4 - 


d~ / 1 I ~\8 Y 


(I 4- ay ' (J + 2ay ^(H-3ay 


+ etc. 


a ' ^ + 2« ( 1 + 1 + a) “ S« ( J + 1 +“« + f Aa «) + ’ 

){irtiis postorioris valor ita invostigetur: Ponatur 

^ 2 .r 2 ,r 7 i i \ 23:71 ,1 , 1 \ , 

^ + 2 a It + T+ a) ~ 3'« V] + rr« + t+ s J + 


^ 2 , , 23 .-/' , 1 \ 2 a: 7 i , 1 , 1 \ , . 

- . 1 -I- J - ( 1 + — + etc. , 


23; 


= ” a + a-r+r + 

iitui KiM^Kiir 02)om omnia I16* Commonlnfioncs nnal^ticae 


+ +riT) 


— etc. 
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aileoque 


(1 + x)d 2 
~ dx 


2 'ix 
a a(i + ^0 


2 

h(1 +’2«) 


-1- (‘tc. 


Ponatiir x = f, ut babcatiir 


sou 


_ A -1. - l!f— - . , + cic. 

\n/-^dy «^rt(ip«) a(] + 2a) 


,j<*--idy 1 ^ l+« 1-H2« 


(1 ■ 

■ yi-Qji _ _ 2 2,f _ 2i/‘ + 

(hj 

ergo 

(1 2 f 

J 1 + y' 

et 

-2y<‘~^dy f (iij 
i + f,“ Ji + r 

consequeuter 

2 r ibj 

J i 14- //' 


1 4 - V ' 


Posilo orgo ;// = 1 erit quadmtum quaesituin 




-p OliC. -p 


(H-a)* ' (l4-2a)' 

Hie vero occurrifc casus memorabilis, quando a = 2 idooque 


t 1 1 4 1 I j ^ 

*“1-3 + 6 - 7 + ‘>‘'<=•“ 4’ 


turn autem fit 


= - 2./ T+yJSf “ “ yy = - 4^ 


unde tandem oritur 


xjijn 

^ ^'■:i'H-_r^s + 7^2 + etc. = y. 

;i.iito»i fnoril; a I ideoquo 


.s I — i ‘ „ I _|_ etc. = log. 2, 

^-2/*- '^-'/- f =_9 

y{^ ■\- lf)J I -\- y J v(i^-v)~ ' 


)0?ionduni orii poRi, iiitogrationodi 7/=l, erifcque 

.S= = (log. 2y 1 -I- ' -1- ■i' + ' .4, etc. - 2 f^‘'J'°S_ii + y) 
■< f ii> ./ ;/(i+y) 

Adversaria mdhemalica 1. 1, p. 1(52 — 161. 
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(N. Fuss) 


THEOREMA 

Pyoposila ncne potantaium quamnqiie 

-p .jA ^ etc. 


uc mnmlur polcnlus exponeniis X, nempe P\ in qm evoluta ocemrat terminus 
cUiS coefficient [«] Ua pendebit ah aliqiiibns pi'accedentium, nt sit 


H.i - i-i ! r, 

expressh cousqua csl continuanda, qnatndiu numeri n — a, n ■ - (d, n — y etc. 
fmnl negativi. 


DEMONSTRATIO 


Ponatur = S, orifc 


lS-=-XlP efc 


S ^ P 


[UO 


PdS^ XSdP, 


({uao aequalitas ita ropraeseutetuv : 


Cum igilur fiiti 
Qnl 


a: (IS 
dx 



jr> == ■) _|_ 'x!* x* -\- x' -j- etc., 


xdP 

fix 


«.r‘' "(- -j- -f~ <fx' -f- etc. 


lam ill serio S occurmt terminus [■n\ct:‘', praetor ({uciii 
potestates, quae per muUiplicatao prufUicoro possunt 

ierniiiu ita ropraesentontur: 

.S’ = ... 4 - [n] iK** -h [n — ft] a" " + \n /?] - 

Hiuc ergo crit, 
xd P 

/iS = ... ?.a[n — a]x'‘ -\- X(d[n — / 3 j.r’' + X^\n — 


Deinde cum ex iisdem terminis sit 
/ s* 

* /.c = • ■ • » I «] a;" + {n ~~ a) ( )/. -- r] r- " 4- (?i - / 5 ) [n - 


quae in P ducta pi'o ijoto-ytato x" praebet sequenfcos term 
n[n]x'' 4* (« ~ «)[» — a] a;" (n — ^)[n ~ (i\x" {n --~y) 


ill igitur termini a:" utriiiquo dobent poni acqualos, undo 

n [hJ 4- (n — u) [n — k] -[- (n — fj] [» — (S\ (n — y) [>, 
= -H Xf^n~~ /?] 4- Xy[n — 4- Ad|^i_ 

unde conficituv 


n [ff] 


Q. R. D. 




COROLrARIUM 


Cum ill seri« P expoiiciites ipsius x sint U, a, (3, y, ()' etc., in serie S=P‘ 
) potOBCites non occnvruut, nisi quaruiii oxponentes sunt sumiiia ?. I.enni- 
im IwuuB scrici 0, «, /j, y, ote., viiK\e si in hac sevie 8 omnes piano 
istalos i])8ins x occiUTant, id erit indicio omnes pliine nunieros rediici 
;o ad snniniiim X torminoriim istiiis sorioi 0, a, /i, y, d etc. At si quae- 
n polcstiLH ;c'‘ non occurraii, turn eiiis cofefficiens [«] aequabituv niiiiiij. 
tilcstuni nul.om osl. nullum coorficicntem fieri posse iiegativum. 

1 . 1 , p. HS 5 , 3 S 0 . 
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(X. russ) 


SKinma serin: 


THEOlilfiMA 



DEMONSTIUTIO 

C()lliyaiil,ui- iiriino ulUmi tormini cuiusque membri, qui enmt 


l + ;+^. + i+otc. = 7 ' 


Ills Ua-ininis oxckisifl colligantur deniio termiui oxtremi ciiiusquo meralni 


1 _ 1 ‘--etc. = -l. 

\ .^2 2-3 3 -d -1 • 0 


dolotiH colligantiir donuo uilimi tormim, qm sunt 

^ ^ 4- . 4- -- d- etc. = Ml + o") ■ 


Si mill uiodo ultiini sequeutes erunt 

_ J ^ ^ - etc. = - 

1 - .1 2r> :{ • 6 • 7 


2 + 


Eodem uiodo .sequentium summa erit 

+ J - 0 + 2 + 3 + 4‘) 
sicque porro. Qinire si sfcatuamus 

/ - 1 - 2 (l + 2) + -3 (^ + i + i) “ t(’ + 2 + X + 


erit 




Iain istain seriom posfcremam ita ropraesenteniiis: 

'-"-2(l + i) + ^(l+2+3)-“I0+2+^^ 

nude sunito ;c -= 1 nostra series I prodit. Nunc autem fiet 

= 1 - * (1+ j) + x’d + A + ■ ) - (i + j -1- 


dl 

dx 


unde termini primi singuloriim torminoruin iuncti daut 


1 — a: -}- jca; — ‘|- etc. 


1 +a; 


Oolligantiir porru secundi 


Tortii dabimt 


Sequentos crunt 


etc.) == — • 


+ - (x’a; — + a:^ — ai® 4- etc.) 


■\ XX 

1 + a 


etc. 

1 -h a; 1 q- a: 


Ciuainobrolu orit. 


ify " l+x" ' “ 


iVactio, cuiuy munonitor = J sicque 


Cum igil-ui' sit 
])or [iiirleH (‘,ril 


dt 


til _ 1(1 -r a:) 
dx 3:(l+rj;) 

I _ I _ I 
.T(iq-a*) X l + a:‘ 




cuius postiu’ioris moinbri infcegmlo est 

Pro prioro niombro 


id niii, 


/'I ;(! + :.). 

tJ X 

l‘dx( .cx , x^ a:*, x^ . 


XX .a:® x' , 


lJiicl(i facto :i : 1 crit haec pars 


l_ ^ -f- 1 - 
. 1^9 l(. 


zn 

T2" 


Cousoquoutor liubobiuuis 


ax 1 
^ “ 12 ■” 2 


Ol’go suinnia sorioi propositac 



aniri 


MMlKOIviai A 


s 




(I 


I yi( 


S 


;i.i . 

;u' 


UKMnNS'rHATUi 

(!()llitiiuil.ur liir. ilcriini liMinini |in>ln'iiii uni Mit-in 

. . I . I . 1 


i i>lr. 


• 1 I 


llis (inh'liH ri'ii(jui)nnn nUiini li'vnniu rullij-aul \n , \\\\\ Mwi 

I > I 


I • ;i :i .. 


rlr. 


Siti{iii‘iil4Uiti iilliuii (hull 


I I 


1 I I'tr. ( I j ) ; 


s('(|\U'.nU'H crimt. 


f I 


’ .Ir. ' 

I V n-’.i n <• 


I I 


t'.l \{[\ |i(irv(i. lliiir evil. 
iixiHh'iili' 


N •" / 

*1 






• X . .t 


licl.iliU! 


1 ( I I ) I ‘ ( I . 

I ' ‘ ;i ‘ ' ‘ .1 


i 1 


dl 


dr 


iv J 


’(i 1 ) I ''(I I ' 1 ■•I'' 



ioiuidi ka-miiii 


re’ + etc. = 

:> '^3 “'1 + etc. = _ ‘ 

(pUMiioH (laiiuiit 


3 

5<{U() oril. 


+ ' • ’ , 

5 1 ^xx 

dl 

i A J ^ ■ + «te. 


d-x "" 

1 -T-X.T ^ 

iis(5ijiionl,(!r 


/ = /*.. f 

•J i -hxxj 1 -i-xx' 

iiiH iiUogi’ald 

lie Huinl.o X 1 

I'rit 

i = i/(Arc. tang. xf. 

weqiKMil.tir 


^ i .'t.t XX 

2 ’ Ifi “ 32 ' 


1 + XX 


Arc. tang, x 


y JfJC ‘A:i:t 

‘ ~ H “ '32 'E 


COUOLLAUIUM 

liivonla Imc Hiuiuiia h\ ipsam serioui propositaiu ita tracteiuiis: 




((ill 


dS 

dp: 


tuni prinii daut 
ikU 


I I) + (l _ + 1) _ etc., 


I —XX X* — a;* + etc. = — - - , 

L-\-xx 


1 XX 

;oNjiAui>t lOijt.itui Opera omnia Iiq* CommoBtalionca analylicao 
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tertii 

1 

5 ] + XX 

idcoque 

tin i /* dx 


(ix a:(l '-\-xx)J 1 —XX 

vcro 

\ 1 X 


.'cn -|- .va') X 

ergo 

fdx r dx P xdx P dx 

J X ,) 1 — X.x ,1 1 XX ,1 1 — XX 

Cum igitur sit 

I\^IX “ ■'■ + 3 ■*’ + 1 + 1 

crit 

Pdx P (lx , a* , . 1 ® , a;' , 

j * J j -V* ~ + 3* + 5* + ^' + 

Posito ergo 'x, ■■ 

= 1 evit 


J re J J -rt-rc “ ^ ^ p + 0^^'- 

Quare, cum 5 = 

iinn 


_ n:,T ^ xdx P dx 

32 8 J 1 ■\-xxJ i - -xx’ 

unde sequitur 

P xdx P dx TTTt 

J 1 •\-xxJ \ —x'x~ 32 ’ 


quern valoi'era uon video quomodo direote erui po.ssofc. 



1 JJUPilUR 


Hnur. t^cru'M smindmi mmieros immon prograilkntem : 


^5 r> ^ 7 ^ j i j 3 


' I 1 I 1 L 

17'^ t;> 


; numcvi immi foyrntw 4« — 1 habenf aifimm +, reliqui fi}Ymae 4»4-l si- 
(dll -, ill si'.ricm mnvmjcnfcm convv.rlcre. 


SOJ.UTIO 

line, ihiplici tnudo imi potftst. Cum cnim priiiio sit') pvoducUini 


.T ‘{ 

'1 ’ li 


•( H I'J 12 , 

» ‘ 7 ■ n * 13 ^ ' ■ 


'i <l(MH)niiiiii[or{'K sunt nuincri primi, uumemtores vcvo piiriter paves imitate 
I ntalorufl vol iriiiiovos, soquituv fore 


,s 




^ 2 0^ G 10 14 

T’ 3 "ir * 7 ’lT"i3 


; etc. I , 


liiidn cum 

1C soquitiir Ibru 

71 . 1 /jr 1/. 2 ;i\ l/2-() ir \ 

I /2-G-U 7t A 1 /. 2-G-(i 10 7t\ 

-nU.ir.7-2-V-l3U“ii.5V7:u-2)-"‘“-’ 

lan ainbim Hcrios inanilusto vakle convergunt. 


1) Vidi) (^urmnontatioiuim 72 indicts Enkstbokmiasi, thcoroma 11, IjM.vuafoi Eur.Eni Opera 

»ut, vol. In, p. 233. 0. B. 

2) IGidnm, <iiooi(’nia Id, loco cifato p. 236. C. B. 
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THEOREMA 


Posito r 

A 


g, si suiiimae sequentiuin sorieruni ponantur 

. 111,1 1 , 

0 “ 7 + ■» “ Vl = 


^ + .(X r,2 + ^2 "!■ ;,a + J J li + — 2 Bgq , 


1 1.1 J . 1 I , . , 9 

^ 3^' 7-‘ • fjs ij '^ ' (jic. =« 4 Cy , 


l + 34 + ,^ + 7 , + .^4-,-. + etc. = S%‘ 


otc. 


coiifficientes ita a so invicciii pendent, ut sit'j 


A^X, B^X, C=?A», + + 

•1 0 H 


,, 2AE+'2BI)’^-CC 

= etc.. 


unde colliguntur isti valores; 

^=1, i,=i. c=>. 7 ;=^, E^i, 7'=;;, « = 

etc., 


ubi insuper lifctorae scorsim jier ], 2, 4, 8, IG, 32 etc. mnJtiplicji 
Hinc istos nuineros ultorius coiitinuavi^), quos ergo cum potestatili 
sequent! modo repraesento. Prior columna valet pro potostatibus 
posterior vero pro paribus: 


1) Confer Commontatioiiom 130 indicis Enkstrokmiane § 11, LEo.vjiMini Euj.k 
vol. In, ]). 4JH. 0. B. 

2) Ibidem § 10., vol. In, p. 416. 


HI 


a B. 



11 

yi,/ . 

==1.2«', 

C,f =-- ^4./, 

Bq‘ 

= i-8y‘, 


J'q> 



Mq" 


.imq" 

' -aft*? 

etc. 

J<q'° 

Mq''‘ 

etc. 

.":5'AL_..oo.i87 


13 


tiuodni littorao postorioris coluinuac ordiiie dividantur per lios numero 
‘2- 15, 2 -(15 (lie., procloimt meac: fractiones J , ^, 5 ^ etc.') 

Supra habuiimis liaoc duo ])roducta: 




;t 'I 
•I * 3 


r> 


H 

7 


12 12 
fl * I3 


otc. 


1 


2 (1 
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ovohibis logitrithmis swnissia tlabit hanc aequattouom; 
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Unde seejuitur nostram seriem S aliquautillo inaioi'em osi 
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Per similes vationes inveni, si omnes numeri priiiii iu duas partes divi- 
Ifintur unil.atc diirerontos, ac pro niiineris priinis forwao -j- 1 vel 8// -p d 
aartos maioves pro numeratoribus, minores vcro pro denomiuatoribus suinan- 
<ur; pro liis autcrn nuiueris 8h — 1 vgI 8?^ — 8 minores pro miineratoribus 
it maiores pro donominatorlbus sumantur, productinn omnium harum iVac- 
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Adversaiia malhcmatica J. Ill, p. 104 — 107. 


Siniilih»fi op^'f-fttionil^us pro singulw iiuuieri.s primis imparilju.s iustitolis ownoa sorioi tf 
tor priranm tollontiir rcporieturquo 

Confoi c.g. demonstratiouem Oiftoroniatis 8 in Commontatioiio 72 imlicifl Enhstiiokmiani 
Ly.osHARhi THulkhi Opera omma^ voJ. p. 230. 0. 11. 
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